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Motivation

Motivation

Motivation

Motivation

Transs�eries

� Asymptotique de ph�enom�enes fortement non lin�eaires.

� Th�eorie syst�ematique.

� Th�eorie e�ective ) accent sur les aspects alg�ebriques.

� Propri�et�es analytiques via resommation.

Exemples

� Asymptotique de l'inverse fonctionnelle de xe

x

pour x!1.

Intervient dans l'�etude des nombres de Bell.

� R�esolution asymptotique d'�equations di��erentielles non lin�e-

aires comme
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Historique abr�eg�e

Historique abr�eg�e

Historique abr�eg�e

Historique abr�eg�e

Asymptotique, aspects alg�ebriques.

� Newton (� 1670) : s�eries formelles, polygone de Newton.

� Puiseux, Briot, Bouquet, Fine, Smith (1850{1900) : m�ethode

des polygones de Newton, extensions et ra�nements.

� Levi-Civita, Hahn, Higman (1890{1950) : s�eries formelles

g�en�eralis�ees. Exemple :

z + z

�

+ z

�
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+ z

�

3

+ � � � (z ! 0):

� Dahn,

�

Ecalle (1984{1990) : transs�eries. Exemple :
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Plan

Plan

Plan

Plan

I. S�eries g�en�eralis�ees

II. Transs�eries

III. Op�erations sur les transs�eries.

IV. Une conjecture de Hardy.

V. La m�ethode de Newton.

4



I : s�eries g�en�eralis�ees

I : s�eries g�en�eralis�ees

I : s�eries g�en�eralis�ees

I : s�eries g�en�eralis�ees

(z ! 0; x!1)

Exemples de di��erents types de s�eries.

� f

1

= 1 + z +

1

2

z

2

+

1

6

z

3

+ � � � ;

� f

2

= 1 + z + z

2

+ z

e

+ z

3

+ z

e+1

+ � � � ;

� f

3

= z + z

�

+ z

�

2

+ z

�

3

+ � � � ;

�

f

4

= 1 + x

�1=2

+ x

�3=4

+ x

�7=8

+ � � �+

x

�1

+ x

�3=2

+ x

�7=4

+ � � �+

x

�2

+ � � � � � �

;

�

f

5

= 1 + x

�1

+ x

�2

+ � � �+

e

�x

+ x

�1

e

�x

+ � � �+

e

�2x

+ � � � � � �

;

�

f

6

= �

e

�x

2

2x

+

e

�x

2

4x

3

�

e

�x

2

8x

5

+ � � �

�

e

�3x

2

6x

+

e

�3x

2

36x

3

� � � �

�

e

�5x

2

10x

+ � � � � � �

.

�

f

7

=

1

x

+

1

x

2

+

1

x

4

+ � � �+

1

e

log

2

x

+

1

e

2 log

2

x

+

2

e

log

2

x

+

2

e

8 log

2

x

� � �

1

e

log

4

x

+ � � � � � �

.
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Origines

� f

1

= exp z ;

� f

2

=

1

(1� z)(1� z

e

)

;

� f

3

(z) = z + f

3

(z

�

) ;

�  (x) = x+  (

p

x), o�u f

4

=

 

x�1

;

� f

5

=

1

(1� x

�1

)(1� e

�x

)

;

� f

6

=

Z

sin e

�x

2

;

� f

7

(x) =

1

x

+ f(x

2

) + f(e

log

2

x

).
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D�e�nition s�eries formelles g�en�eralis�ees

C : corps de constantes.

C : groupe commutatif de monômes ordonn�e par �� .

f =

X

c2C

f

c

c:

supp f = fcjf

c

6= 0g : support de f .

C[[C]] : ensemble de s�eries f r�eticul�ees, c.�a.d. de support r�eticul�e :

supp f � c

N

1

� � �c

N

n

W;

o�u c

1

; � � � ; c

n

�� 1 et W �ni.

C[[C]] : ensemble de s�eries f belordonn�ees, c.�a.d. de support bel

ordonn�e. Ensemble belordonn�e (E;<), si tout sous ensemble de

E admet un nombre �ni d'�el�ements minimaux.

Exemples

� C ((z)) = C[[z

Z

]] : s�eries de Laurent en z ! 0.

Attention : z

�

�� z

�

, � < �.

� C [[z

Q

]] : s�eries de Puiseux en z ! 0.

� C ((z

1

; z

2

)) = C[[z

Z

1

z

Z

2

]] : s�eries de Laurent en deux variables.

Ici z

�

1

1

z

�

2

2

�� 1, si �

1

> 0 et �

2

> 0.

� R[[x

�R

; e

�Rx

]] : s�eries r�eticul�ees en e

�x

puis x

�1

.

Ici x

��

e

��x

�� 1, si � > 0 ou � = 0 et � > 0.
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Ensembles belordonn�es

Si E;F belordonn�es, alors de même pour :

� E q F pour l'ordre par composantes.

� E � F pour l'ordre produit.

� E

�

les mots sur E, avec l'ordre d'abritement :

x

1

� � �x

n

6 y

1

� � � y

m

ss'il existe une injection croissante ' : f1; � � � ; ng ! f1; � � � ;mg

avec

x

1

6 y

'(1)

; � � � ; x

n

6 y

'(n)

:

� E

}

les mots commutatifs E, avec l'ordre quotient de E

�

.

Op�erations sur les s�eries belordonn�ees

Pour f; g 2 C[[C]], on d�e�nit :

� f + g =

X

c2supp f[supp g

(f

c

+ g

c

)c.

� fg =

X

(c;w)2supp f�supp g

f

c

g

w

cw.

� Si ' s�erie formelle et c �� 1 pour tout c 2 supp f :

' � f =

X

c

k

1

1

���c

k

n

n

2(supp f)

}

'

k

1

+���+k

n

f

k

1

c

1

� � � f

k

n

c

n

c

k

1

1

� � �c

k

n

n

:

De même pour f; g 2 C[[C]], car si W

1

;W

2

� C r�eticul�es, alors

de même pour W

1

[ C

2

;W

1

W

2

et C

1

}

(si c �� 1 pour tout

c 2 C

1

).
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Relations asymptotiques

f �� 1 : f in�nit�esimal si c �� 1 pour tout c 2 supp f .

f �� g : si f = "g avec " in�nit�esimal.

Si C totalement ordonn�e tout f 6= 0 s'�ecrit

f = c

f

m

f

(1 + ") (" �� 1)

et on a

f �� g , m

f

�� m

g

:

Si C est totalement ordonn�e, on a un ordre total sur C[[C]] :

f > 0, c

f

> 0:

�

Echelles asymptotiques

S � C[[C]] est une �echelle ssi

� S est un groupe.

� Chaque c 2 S admet un unique monôme dominant m

c

,

� Pour tous c;w 2 S, on a m

w

= m

c

) w = c.

Extension par lin�earit�e (forte)

Si S est une �echelle, alors il y a un unique plongement naturel

C[[S]] ,! C[[C]]

qui est \fortement lin�eaire" et envoie chaque c 2 S vers lui-même.
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II : transs�eries

II : transs�eries

II : transs�eries

II : transs�eries

But

On veut construire un corps de s�eries g�en�eralis�ees R[[[x]]] =

R[[C]] sur lequel on a �egalement des applications exp et log, telles

que exp f resp log f est d�e�ni pour tout f resp. tout f > 0.

Id�ee

En partant du corps R[[E

0

]] = R[[x

�R

]] on construit une suite

R[[E

0

]] ,! R[[E

1

]] ,! R[[E

2

]] ,! � � �

de corps, telle que l'exponentielle de tout �el�ement dans R[[E

i

]]

est d�e�nie dans R[[E

i+1

]]. En passant �a la limite, on trouve

le corps R

alog

[[[x]]] = R[[L

0

]] de transs�eries alogarithmiques tel

que l'exponentielle est enti�erement d�e�nie sur R

alog

[[[x]]].

Ensuite, on construit une deuxi�eme suite

R[[L

0

]] ,! R[[L

1

]] ,! R[[L

2

]] ,! � � �

de corps, telle que le logarithme de tout �el�ement dans R[[L

i

]]

+

�

est d�e�nie dans R[[L

i+1

]]. En passant �a nouveau �a la limite, on

trouve le corps R[[[x]]] de transs�eries.
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Construction de R[[E

1

]]

Chaque s�erie f 2 R[[x

�1

]] se d�ecompose

f = f

"

+ f

c

+ f

#

=

P

�<0

f

�

x

��

+ f

0

+

P

�>0

f

�

x

��

:

On prend

E

1

= x

�R

expR[[x

�1

]]:

Donc toute f 2 R[[E

1

]] s'�ecrit

f =

X

�

g=

P

�<0

g

�

x

��

f

x

��

e

g
x

��

e

g

:

On prend l'ordre lexicographique sur E

1

:

x

��

e

g

�� 1, g < 0 _ (g = 0 ^ � > 0):

Pour tout f 2 R[[E

1

]] :

exp f = exp f

"

exp f

c

exp f

#

:

Construction de R[[E

i+1

]]

Chaque s�erie f 2 R[[E

i

]] se d�ecompose

f = f

"

+ f

c

+ f

#

=

P

c �� 1

f

c

c + f

1

+

P

c �� 1

f

c

c:

On prend

E

i+1

= x

�R

expR[[E

i

]]:

En�n

L

0

= E

1

= E

0

[ E

1

[ E

2

[ � � � :
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Construction de R[[L

1

]]

On sait construire R

alog

[[[x]]].

Formellement, on sait donc construire R

alog

[[[ logx]]].

Il su�t de montrer comment plonger

R

alog

[[[x]]] ,! R

alog

[[[ log x]]]:

Par d�e�nition on a l'isomorphisme

R

alog

[[[x]]] ! R

alog

[[[ log x]]]:

f 7! f � log :

Pour le plongement � restreint �a R[[E

0

]] on pose

�(x

�

) = exp(� logx) 2 R[[E

1

� log ]]

et on �etend par lin�earit�e.

Ensuite, pour x

�

e

f

2 R[[E

i

]] :

�(x

�

e

f

) = exp(� log x+ �(f)) 2 R[[E

i+1

� log ]];

et on �etend toujours par lin�earit�e.

Construction de R[[[x]]]

On prend la limite inductive de

R[[[x]]] ,! R[[[ log x]]] ,! R[[[ log

2

x]]] ,! � � � :

(log

k

: logarithme it�er�e k fois)

Remarque

De fa�con alternative, on sature d'abord pour log et puis pour exp.
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III : op�erations sur les transs�eries

III : op�erations sur les transs�eries

III : op�erations sur les transs�eries

III : op�erations sur les transs�eries

D�erivation par rapport �a x

Cas f 2 R[[E

0

]] :

f

0

=

 

X

�2R

f

�

x

��

!

0

=

�1

x

X

�2R

�f

�

x

��

:

Cas f 2 R[[E

k+1

]] (k = 0; 1; � � � ) :

f

0

=

0

B

@

X

c2x

�R

exp(R[[E

k

]]

"

)

f

c

c

1

C

A

0

=

X

c2exp(R[[E

k

]]

"

)

f

c

(log c)

0

c:

f

0

est bien d�e�ni, car si

supp f � c

N�p

1

� � � c

N�p

n

w = C;

alors

supp f

0

� (supp log c

1

[ � � � [ supp log c

n

[ supp logw)C:

Cas g�en�eral : on �etend la d�erivation �a R[[[x]]] par

(f � log x)

0

=

f

0

� logx

x

:
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C'est bien une d�erivation

Lin�earit�e : triviale.

Aussi : (e

f

)

0

= f

0

e

f

pour transmonômes e

f

.

Pour transmonômes e

f

; e

g

, on a donc

(e

f

e

g

)

0

= (e

f+g

)

0

= (f+g)

0

e

f+g

= f

0

e

f

e

g

+g

0

e

f

e

g

= (e

f

)

0

e

g

+e

f

(e

g

)

0

:

Cas g�en�eral : lin�earit�e.
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Composition �a droite par g 2 T

+

1

Cas f 2 R[[x

�R

]] : on a le plongement naturel

R[[(1=g)

R

]]

'

,! R[[[x]]]

et l'isomorphisme naturel

R[[(1=x)

R

]]

 

! R[[(1=g)

R

]];

qui correspond �a la substitution de g pour x. Alors

f � g = '( (f)):

Cas f 2 R[[E

k+1

]] : d�ej�a ,

(exph) � g

def

= exp(h � g);

pour h 2 R[[E

k

]]

"

.

R�ecurrence sur k ) les (exph) � g forment une �echelle asymp-

totitique S, dont un plongement naturel

R[[S]]

'

,! R[[[x]]]:

La substition de c � g pour chaque c 2 E

k+1

d�etermine un

deuxi�eme morphisme naturel :

R[[E

k+1

]]

 

! R[[S]];

On d�e�nit f � g = '( (f)).

En�n, on �etend �a R[[[x]]] par (f � log) � g = f � (log �g).

Propri�et�es

(f

1

+ f

2

) � g = f

1

� g + f

2

� g ;

(f

1

f

2

) � g = (f

1

� g)(f

2

� g) ;

(f � g) � h = f � (g � h) ;

(f � g)

0

= g

0

(f

0

� g).
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Inversion fonctionnelle de x log x

1. On �ecrit

x logx = exp � exp �

�

x+ log

�

1 +

x

e

x

��

� log � log;

donc on se ram�ene au probl�eme de l'inversion de

g = x+ log

�

1 +

x

e

x

�

:

2. On cherche l'inverse sous la forme f = x+ ", d'o�u

g � (x+ ") = g + g

0

"+

1

2

g

00

"

2

+ � � � = x:

On r�esoud de proche en proche :

x+

x

e

x

+ � � �+ "(1 + � � � ) + � � � = x) f = x�

x

e

x

+ � � �

Ensuite

x+

x

e

x

�

x

2

2e

2x

+� � �+

�

1 +

1� x

e

x

+ � � �

�

�

�

x

e

x

+ ~" + � � �

�

+� � � = x;

d'o�u

f = x�

x

e

x

�

x

2

2e

2x

+

x

e

2x

� � � 2 R[[x

�1

; e

�x

]]:

3. On remonte :

e

f

= e

x

�

1�

x

e

x

+

x

e

2x

+ � � �

�

2 R[[x

�1

; e

�x

]]

et

e

e

f

= e

e

x

�x

�

1 +

x

e

x

+ � � �

�

2 e

e

x

�x

R[[x

�1

; e

�x

]]:

En�n

(x logx)

inv

=

x

log x

�

1 +

log log x

logx

+ � � �

�

:
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IV : Une conjecture de Hardy

IV : Une conjecture de Hardy

IV : Une conjecture de Hardy

IV : Une conjecture de Hardy

D�e�nition L-fonction

Une L-fonction est une fonction construite �a partir de R; x par

+;�;�; =, les fonctions alg�ebriques, exp et log.

La conjecture de Hardy

Il n'existe pas de L-fonction f telle que

f � (logx log logx)

inv

pour x!1.

D�emonstrations donn�ees par

VdH : th�ese.

Macintyre, Marker, van den Dries : papier �a parâ�tre.

Nous utilisons sans preuve

� L'inverse fonctionnelle de x log x n'est pas �egal �a une L-

fonction (Liouville 1838).

� Toute L-fonction est une transs�erie convergente ainsi que

l'inverse fonctionnelle de logx log logx (th�ese).

� La partie non born�ee f

"

d'une L-fonction en tant que transs�erie

est aussi une L-fonction (Ressayre, th�ese).
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La d�emonstration

Nous constatons d'abord que pour f; g > 0

f � g , (log f)

"

= (log g)

"

:

Supposons que (log x log log x)

inv

soit une L-fonction.

Alors il en est de même pour

log(logx log log x)

inv

= (x logx)

inv

et pour

[(x logx)

inv

]

"

:

Or

(x log x)

inv

2

x

logx

R[[ log

�1

2

x; log

�1

x]];

donc en particulier

[(x logx)

inv

]

"

= (x log x)

inv

:

Donc (x logx)

inv

est une L-fonction, ce qui contredit le th�eor�eme

de Liouville.

Plus g�en�eralement

Si 0 < f �� 1 n'est pas une L-fonction, alors exp

r

f n'est pas

asymptotique �a une L-fonction pour tout r su�samment grand.

Exemple : exp

R

e

x

2

n'est pas asymptotique �a une L-fonction.

18



V : M�ethode de Newton

V : M�ethode de Newton

V : M�ethode de Newton

V : M�ethode de Newton

Probl�eme 1

�

Etant donn�ee une �equation polynomiale

P (f) = P

0

+ P

1

f + � � �+ P

d

f

d

= 0;

dont les coe�cients sont des s�eries formelles dans C[[z]], o�u C

alg�ebriquement clos, on cherche un algorithme pour calculer les

solutions dans C[[z

Q

]].

Probl�eme 2

�

Etant donn�ee une �equation polynomiale

P (f) = P

0

+ P

1

f + � � �+ P

d

f

d

= 0;

dont les coe�cients sont des s�eries formelles dans C[[C]], avec

C

Q

� C, on cherche un algorithme pour calculer les solutions.

Id�ee

Nous allons utiliser la m�ethode de Newton, en incorporant une

id�ee de Smith [1875] (et [VdH 97]).
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�

Equation polynomiale asymptotique

P (f) = P

0

+ P

1

f + � � �+ P

d

f

d

= 0 (f �� q): (1)

Ra�nement

Changement de variable + contrainte.

f = '+

~

f (

~

f �� ~q); o�u ~q �� q:

Polynôme de Newton

Soit c 2 C

Q

un monôme avec c �� q.

Soit w maximal pour �� tq. suppP

i

3 wc

�i

pour un i.

Polynôme de Newton associ�e �a c :

m

P;c

(c) = P

d;w=c

dc

d

+ � � �+ P

0;w

:

c monôme dominant potentiel  ! m

P;c

admet une racine c.

cc terme dominant potentiel dans ce cas.

f solution ) c

f

m

f

terme dominant potentiel.
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Exemple : z

2

� 2zf + f

2

� 2f

3

+ (1 + z

3

)f

4

� (z + z

5

)f

6

= 0,

o�u z �� 1.

Ra�nement : f = 1+

~

f (

~

f �� 1).
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Ra�nement : f = z +

~

f (

~

f �� z).

Ra�nement : f = z

�1=2

+

~

f (

~

f �� z

�1=2

).
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Degr�e de Newton

Degr�e de Newton

Degr�e de Newton

Degr�e de Newton

D�e�nition

Degr�e maximal du polynôme de Newton associ�e �a un c 2 C.

Th�eor�eme. Soit cc un monôme dominant potentiel de f . Soit

~

P (

~

f) = 0 (

~

f �� c) (2)

l'�equation obtenue apr�es le ra�nement f = cc +

~

f (

~

f �� c).

Alors le degr�e de Newton de (2) est �egal �a la multiplicit�e de c

comme racine de m

P;c

.

�

Equation quasi-lin�eaire

�

Equation dont le degr�e de Newton est un.

Th�eor�eme. Une �equation quasi-lin�eaire admet une solution

unique.

23



Approche de Smith \embellie"

Approche de Smith \embellie"

Approche de Smith \embellie"

Approche de Smith \embellie"

Stagnation du degr�e de Newton

f

2

�

2

1� z

f +

1

(1� z)

2

= z

10000

:

5000 �etapes n�ecessaires avant s�eparation des racines.

Cas non archim�edien

f

2

�

2

1� x

�1

f +

1

(1� x

�1

)

2

= e

�x

:

In�nit�e d'�etappes avant s�eparation des racines.

Approche de Smith \embellie"

R�esoudre l'�equation d�eriv�ee

2'�

2

1� z

= 0

et e�ectuer le ra�nement f = ' +

~

f (

~

f �� 1) ; on obtient alors

~

f

2

= z

10000

.
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Th�eor�eme. Soit cc un monôme dominant potentiel de f , o�u

c est une racine de m

P;c

de multiplicit�e d = degm

P;c

. Alors

l'�equation

@

d�1

P

@f

d�1

= 0 (f �� q)

est quasi-lin�eaire.

Soit ' son unique solution et consid�erons les ra�nements

f = '+

~

f (

~

f �� c);

et

~

f =  +

~

~

f (

~

~

f �� m

 

);

avec 0 6=  �� c arbitraire. Alors le degr�e de Newton de l'�equation

~

~

P (

~

~

f) = 0 (

~

~

f �� m

 

);

o�u

~

~

P (

~

~

f) = 0 , P (f) = 0 est strictement inf�erieur au degr�e de

Newton de (1).
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Algorithme.

�

Etant donn�ee une �equation polynomiale asymp-

totique (1), on calcule ses solutions.

1. Soit d le degr�e de Newton de (1).

Si f

d

jP , s�eparer deux cas :

{ Retourner 0.

{ Aller �a 5.

2. Calculer les termes dominants potentiels c

1

c

1

; � � � ; c

�

c

�

de f .

3. Si � = 1 (donc c

1

est de multiplicit�e d), aller �a 5.

4. Pour tout 1 6 i 6 �, ra�ner f = c

i

c

i

+

~

f (

~

f �� c

i

), et

r�esoudre r�ecursivement l'�equation r�e�ecrite en

~

f . Collecter et

retourner les solutions de (1) ainsi obtenues.

5. Soit ' l'unique solution de P

(d�1)

(') = 0 (' �� q), ra�ner

f = ' +

~

f (

~

f �� ') et r�esoudre r�ecursivement l'�equation

r�e�ecrite en

~

f . Retourner les solutions correspondantes �a (1).
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