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Nombres e�ectifs

Nombres e�ectifs

Nombres e�ectifs

Nombres e�ectifs

Nombre e�ectif

=

Nombre z 2 C

+

Algorithme d'approximation pour z

Algorithme d'approximation

Entr�ee : pr�ecision " > 0 dans Q ;

Sortie : z

0

2 K = Q [i] avec jz

0

� zj < ".

Complexit�e : temps de calcul pour " = 10

�n

.

Multiplication et division

Naive : M(n) = O(n

2

) ;

Karatsuba : M(n) = O(n

log 3= log 2

) ;

FFT : M(n) = O(n log n log log n).
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Fonctions holonômes

Fonctions holonômes

Fonctions holonômes

Fonctions holonômes

D�e�nition

Fonction f v�eri�ant

P

r

(z)f

(p)

(z) + � � �+ P

0

(z)f(z) = 0;

o�u P

i

2 K [z] et P

r

6= 0.

f d�e�ni sur surface de Riemann.

Seules singularit�es possibles : racines �

1

; : : : ; �

l

de P

r

.

Exemples

� exp; log; sin; cos; arcsin; arccos; arctan ;

� erf; Si, etc.

� Fonctions alg�ebriques ;

� Fonctions de Bessel ;

� Fonctions hyperg�eom�etriques ;

� Somme, produit de deux fonctions holonômes ;

� D�eriv�e, int�egrale d'une fonction holonôme.
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Prolongement analytique

Prolongement analytique

Prolongement analytique

Prolongement analytique

Notation : F (�) =

0

B

B

B

@

f(�)

.

.

.

f

(r�1)

(�)

1

C

C

C

A

.

Matrices de transition

Condition initiale : donn�e de F (�

0

) pour certain �

0

.

�

0

 �

1

: chemin allant de �

0

vers �

1

.

Alors : F (�

1

) d�epend lin�eairement de F (�

0

) :

F (�

1

) = �

�

0

 �

1

F (�

0

):

�

�

0

 �

1

: matrice de transition le long de �

0

 �

1

.

Observation

�

�

0

 �

1

ne d�epend que de l'�equa. di�. et la classe d'homotopie

de la projection z

0

 z

1

du chemin dans C nf�

1

; : : : ; �

l

g :

�

z

0

 z

1

= �

�

0

 �

1

:

Transitivit�e

Pour la compos�ee z

0

 z

1

 z

2

de deux chemins, on a

�

z

0

 z

1

 z

2

= �

z

1

 z

2

�

z

0

 z

1

:
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Partie I

Partie I

Partie I

Partie I

Approximation des matrices de transition

Estimation des erreurs

Choix d'une discr�etisation du chemin

Complexit�e asymptotique
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Strat�egie

Strat�egie

Strat�egie

Strat�egie

D�evelopper

R�eduction : point de d�epart en 0.

D'evelopper f(z) en s�erie de Taylor

f(z) = f

0

+ f

1

z + f

2

z

2

+ � � � :

Borner

Borner les termes restes

jf

n

z

k

+ f

k+1

z

k

+ � � � j 6

B�

k

z

k

1� z�

en trouvant B et � avec

jf

k

j 6 B�

k

8k:

Approximer

Question : f(z) �a " pr�es ?

Trouver k avec

�

�

�

�

B�

k

z

k

1� z�

�

�

�

�

6

"

2

:

Approximer

f

0

+ f

1

z + � � �+ f

k�1

z

k�1

de fa�con rapide �a "=2 pr�es.
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Approximation de e

Approximation de e

Approximation de e

Approximation de e

Dichotomie (Brent)

1 +1+

1

2

+

1

6

+

1

24

+

1

120

+

1

720

+

1

5040

+ � � � =

2

1

+

4

6

+

6

120

+

8

5040

+ � � � =

16

6

+

260

5040

+ � � � =

13700

5040

+ � � �

Les calculs

1(1) 1(1) 1(2) 1(3) 1(4) 1(5) 1(6) 1(7)

1� 1 + 1 1� 3 + 1 1� 5 + 1 1� 7 + 1

(1� 1) (2� 3) (4� 5) (6� 7)

2(1) 4(6) 6(20) 8(42)

2� 6 + 4 6� 42 + 8

(1� 6) (20� 42)

16(6) 260(840)

16� 840 + 260

(6� 840)

13700(5040)
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Relations de r�ecurrence

Relations de r�ecurrence

Relations de r�ecurrence

Relations de r�ecurrence

Dictionnaire

(zf)

k

= f

k�1

(k > 0) ;

(f

0

)

k

= (k + 1)f

k+1

:

Cons�equence

Les coe�cients de

f(z) = f

0

+ f

1

z + f

2

z

2

+ � � �

v�eri�ent une relation de r�ecurrence

Q

q

(k)f

k+q

+Q

q�1

(k)f

k+q�1

+ � � �+Q

0

(k)f

k

= 0;

avec Q

0

; : : : ; Q

q

2 K [k] et

� Q

q

(k) 6= 0 pour tout k 2 N ;

� degQ

i

6 degQ

q

pour tout i.
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�

Ecriture matricielle

�

Ecriture matricielle

�

Ecriture matricielle

�

Ecriture matricielle

F

k

=

0

B

B

B

@

f

k

.

.

.

f

k+q�1

1

C

C

C

A

:

M

k

=

0

B

B

B

B

B

B

@

0 1 O

.

.

.

.

.

.

0 O 1

�

Q

0

(k+1)

Q

q

(k+1)

�

Q

1

(k+1)

Q

q

(k+1)

� � � �

Q

q�1

(k+1)

Q

q

(k+1)

1

C

C

C

C

C

C

A

F

k+1

= M

k

F

k

Question

�

Evaluation rapide de

�

k

= F

0

+ F

1

z + � � �+ F

k�1

z

k�1

= (I +M

0

z + � � �+M

k�1

� � �M

0

z

k�1

)F

0

:
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L'algorithme

L'algorithme

L'algorithme

L'algorithme

Notations

A

k;l

= M

k+l�1

� � �M

k

z

l

;

B

k;l

= I +M

k

z + � � �+M

k+l�1

� � �M

k

z

l�1

:

On a

A

k;l

F

k

= F

k+l

z

l

;

B

k;l

F

k

= F

k

+ � � �+ F

k+l�1

z

l�1

:

Calcul par dichotomie

l = l

1

+ l

2

, avec l

1

= b

l

1

2

c.

A

k;l

= A

k+l

1

;l

2

A

k;l

1

;

B

k;l

= B

k;l

1

+B

k+l

1

;l

2

A

k;l

1

:

En r�ealit�e...

�

Ecrire

A

k;l

= q

�1

k;l

A

0

k;l

;

B

k;l

= q

�1

k;l

B

0

k;l

;

o�u q

k;l

dans Z et coe�cients A

0

k;l

; B

0

k;l

dans Z[i].

�

A nouveau : formules de dichotomie.
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Th�eor�eme 1 L'algorithme par dichotomie calcule B

0;k

en temps O(M(k log

2

k)).

Matrices de transition

B

0;k

donne f(z) en fonction des C.I. F

0

.

Comment approximer f

0

(z); f

00

(z); : : : ?

� f

0

; f

00

; : : : aussi holonomes ! même algorithme.

� Approximer f(z + ") dans l'anneau K ["]=("

r

).

Id�ee pour calculer bornes d'erreur

N

k

a entr�ees dans K (k), avec N

1

= lim

k!1

N

k

�ni.

N

k�1

� � �N

0

asymptotiquement voisin de N

k

1

.

Trigonaliser N

1

et estimer l'erreur.

Th�eor�eme 2 Il existe un algorithme, qui pour tout � <

min(j�

1

j; : : : ; j�

l

j) calcule un B tel que

jjN

k

jj 6

B

�

k

;

o�u jj � jj est la norme sup des entr�ees.
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Choix du chemin

Choix du chemin

Choix du chemin

Choix du chemin

Hypoth�eses

� U domaine sur lequel j�j born�e () bornes coe�s) ;

� z

0

; z

1

2 K t.q. disque ferm�ee D(z

0

; jz

1

� z

0

j) dans U ;

� �(z) distance d'un point vers �U .

Th�eor�eme 3 �

z

0

!z

1

s'�evalue �a n d�ecimales en temps

O(M(n(s+ log n) log n log

�1

�));

o�u s=size(z

0

)+size(z

1

), �=

�(z

0

)

jz

1

�z

0

j

et log log �=O(n).

Chemin z

0

 z

1

arbitraire dans U

Approximer z

0

; z

1

par suite de nombres dans K , en dou-

blant la pr�ecision �a chaque �etappe �! �

z

0

 z

1

se calcule

en temps O(M(n log

2

n log log n)) �a n d�ecimales pr�es.

Monodromie

� = (2 sin

�

2

)

�1

;

Minimiser �(� log(2 sin

�

2

))

�1

�! � =

2�

17

.

Approcher des singularit�es

Approcher par facteurs � < 1.

Minimiser (log � log(1� �))

�1

�! � =

1

2

.
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Partie II

Partie II

Partie II

Partie II

Rappels

Matrices de transition singuli�eres

Formules de r�ecurrence pour coe�cients

Application aux polylogarithmes
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Matrices de transition

Matrices de transition

Matrices de transition

Matrices de transition

Une autre interpr�etation

Dans un point non singulier z, les solutions

f

[0;z]

; : : : ; f

[r�1;z]

de l'�equation Lf = 0 avec

d

j

f

[i;z]

dz

j

(z) = �

j

i

forment une base canonique de solutions.

La matrice de transition �

z z

0

exprime les valeurs de

f

[0;z]

(z

0

); : : : ; f

[r�1;z]

(z

0

)

en suivant z  z

0

en fonction de f

[0;z

0

]

; : : : ; f

[r�1;z

0

]

.
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Matrices de transition

Matrices de transition

Matrices de transition

Matrices de transition

singuli�eres

singuli�eres

singuli�eres

singuli�eres

Supposons

� Il existe une base canonique

f

[0]

; : : : ; f

[r�1]

de solutions dans la singularit�e z = 0 ;

� On peut associ�e des v�eritables fonctions aux f

[i]

, d�e�nies

sur un voisinage de 0 de la surface de Riemann de log.

Matrices de transition singuli�eres

�

0

�

!z

: exprime valeurs des f

[i]

en z

par rapport aux f

[0;z]

; : : : ; f

[r�1;z]

:

F (z) = �

0

�

!z

F (0

�

);

o�u � = arg z sur surface de Riemann de log.
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Rappels

Rappels

Rappels

Rappels

Notations

� = z

d

dz

;

L = L

r

�

r

+ � � �+ L

0

;

L

0

; : : : ; L

r

2 K [z]; L

r

6= 0.

Base de solutions de Lf = 0

On peut calculer une base de r solutions de la forme

f(z) = [f

0

(

p

p

z) + � � �+ f

t�1

(

p

p

z) log

t�1

z] z

�

e

P (1=

p

p

z)

;

� f

0

; � � � ; f

t�1

dans K

alg

[[

p

p

z]] ;

� � 2 K

alg

;

� P 2 K

alg

[1=

p

p

z].

R�eduction au cas p = 1; � = 0; P = 0

R�eduction sans perte de g�en�eralit�e utilisant

L

�z

p

f = L(f � z

p

) ;

L

�g

f = L(fg):
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Exemple

Exemple

Exemple

Exemple

z

4

�

2

g � (2z

2

+ z

5

)�g + (1 + 2z

2

+ z

3

)g = 0

Oracle : solutions dans K [log z]e

�1=z

.

R�e�ecrire �equation en f = e

1=z

g :

�

2

f � z�f = 0

Chercher solution sous forme

f = f

0

+ f

1

log z;

f

0

; f

1

2 K [z]. R�ecurrences pour coe�ents :

k

2

f

1;k

= (k � 1)f

1;k�1

;

k

2

f

0;k

= (k � 1)f

0;k�1

� 2kf

1;k

+ f

1;k�1

:

Solutions :

f

[0]

= 1

f

[1]

= log z + 1 +

1

4

z +

1

18

z

2

+ � � � :
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En g�en�eral

En g�en�eral

En g�en�eral

En g�en�eral

Relations de r�ecurrence

f = f

0

+ f

1

log z + � � �+ f

t�1

log

t�1

z;

Il existe relation

F

k+1

= N

k

F

k

; (1)

pour presque tout k, o�u

F

k

= Vect(f

0;k

; : : : ; f

0;k+q�1

; : : : ; f

t�1;k

; : : : ; f

t�1;k+q�1

)

et les entr�ees de N

k

sont dans K (k).

Cas d�eg�en�er�e

Pour un nombre �ni de k, (1) est faux.

Or il existe une base de solutions canoniques pour Lf = 0,

dont les coe�cients F

k

v�eri�ent

F

k+1

= N

k

F

k

; k g�en�erique ;

F

k+1

= N

0

k

F

k

; k d�eg�en�er�e:

Ici : N

0

k

matrices �a coe�cients dans K pour k d�eg�en�er�es.

Cons�equence

Algorithme rapide pour calculer F

0

+F

1

z+� � �+F

k�1

z

k�1

.
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Convergence

Convergence

Convergence

Convergence

Convergence cas p = 1; � = 1; P = 0

L est r�egulier si L

r

(0) 6= 0.

Lemme 1 Si L est r�egulier, alors lim

k!1

N

k

= N

1

est

�ni.

Cons�equence

On a convergence ;

On a un algorithme pour borner les coe�cients.

Cas g�en�eral

L est quasi-r�egulier si pour tout (p; �; P ) tel qu'il existe

des solutions formelles

f 2 K

alg

[[

p

p

z]][log z]z

�

e

P (1=

p

p

z)

de Lf = 0, on tombe dans le cas r�egulier apr�es r�eduction

au cas p = 0; � = 1; P = 0.

Th�eor�eme 4 Supposons L quasi-r�egulier. Alors les so-

lutions canoniques de Lf = 0 sont convergentes. Il existe

un algorithme qui d�etermine leur rayon de convergence r.

Pour tout z 2 K et � = arg z avec jzj < r, on peut approx-

imer �

0

�

!z

�a " = 2

�n

pr�es en temps O(M(n log

2

n)).
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Application aux polylogarithmes

Application aux polylogarithmes

Application aux polylogarithmes

Application aux polylogarithmes

Pour r > 2 dans N :

Li

r

(z) =

1

X

k=1

z

k

k

r

:

On a

�(r) = lim

z!1

Li

r

(z):

Th�eor�eme 5 � Li

r

v�eri�e une �equation r�eguli�ere en 0

et en 1, qui sont ses seules singularit�es.

� �

0

0

!

1

2

!

��

1

peut être approxim�e �a n d�ecimales en

temps O(M(n log

2

n)).

� �(r) peut être approxim�e �a n d�ecimales en temps

O(M(n log

2

n)).
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Polylogarithmes g�en�eralis�es

Polylogarithmes g�en�eralis�es

Polylogarithmes g�en�eralis�es

Polylogarithmes g�en�eralis�es

Pour mots w 2 X

�

= f0; 1g

�

:

Li

0

r

=

1

r!

log

r

z ;

Li

0w

(z) =

Z

z

0

Li

w

(t)

dt

t

;

Li

1w

(z) =

Z

z

0

Li

w

(t)

dt

1� t

;

On a Li

r

= Li

0

r�1

1

.

�(w) = lim

z!1

Li

w

(z) existe pour w 2 0X

�

1.

R�egularit�e en 0

Pour

D

"

= � ;

D

0w

= D

w

� ;

D

1w

= zD

w

�

1� z

z

�

�

;

on a D

w

Li

w

= 0. Puis pour w de longueur r :

D

0w;r+2

= D

1w;r+2

= D

w;r+1

:

R�egularit�e en 1

Symm�erique : z  ! 1� z.
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Autres applications

Autres applications

Autres applications

Autres applications

Transitivit�e

z ! z

0

: chemin pr�es de la singularit�e 0.

�

z!z

0

= �

0

�

!z

0

�

�1

0

�

!z

:

Monodromie

z 	 z : chemin autour de 0 avec z petit.

�

z	z

= �

z!

0

0

2�

!z

= �

0

0

!z

R

0

�

�1

0

0

!z

:

Instabilit�e num�erique

�

0

�

!z

= U

0

�

!z

E

0

�

!z

;

avec

E

0

�

!z

=

0

B

B

B

@

e

P

0

(1=

p

0

p

z)

O

.

.

.

O e

P

r�1

(1=

p

r�1

p

z)

1

C

C

C

A

:

U

0

�

!z

contient que des combinaisons lin�eaires de produits

de la forme

(f

[i]

j

)

(a)

(log z)

b

z

c

;

avec a; b 2 N petits et c 2 K

alg

.
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