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Fonctions transcendantes et séries formelles

Idée

� Calcul formel sur des fonctions transcendantes analytiques en les représentant par des
séries formelles données en un point.

� Classes de fonctions : expressions explicites faisant intervenir +;¡;�; exp; log; erf, etc.
ou solutions à des équations di�érentielles.

Problèmes

� Calcul e�cace des coe�cients.

� Estimations d'erreur et prolongement analytique.

� Testes de nullité.

� Présence de singularités ¡! transséries.



Calcul des coe�cients

Multiplication zélée de séries formelles

Entrée :

(
f = f0+ ���+ fn¡1 z

n¡1

g= g0+ ���+ gn¡1 z
n¡1

Sortie : h=h0+ ���+hn¡1 z
n¡1= f g+O(zn).

Algorithmes classiques de multiplication

� Multiplication naïve en O(n2).

� Diviser pour régner en O(nlog2 3).

� Multiplication F.F.T. en O(n logn log logn).



Méthode de Newton [BK]

Logarithme

log f = log f0+
Z

f 0

f

Exponentiation

Pour n pair, supposons

log g¡ f =O(zn/2);

avec

(
f = f0+ ���+ fn¡1 z

n¡1 ;

g= g0+ ���+ gn/2¡1 z
n/2¡1

Alors

g~= g¡ (log g¡ f) g

=) log g~¡ f =O(zn):

¡! algorithme d'exponentiation en O(M(n)), comme la multiplication



Calcul paresseux

Calcul paresseux

Les coe�cients sont calculés un par un et à chaque étape on n'e�ectue que les calculs
strictement nécessaires. En particulier, on calcule (f g)n dès que f0; :::; fn et g0; :::; gn sont
connus.

Conséquence

Avantage : fn et gn peuvent dépendre de (f g)0; :::; (f g)n¡1
¡! résolution d'équations implicites de point �xe.

Inconvénient : multiplication a priori en O(n2).

Exemple

Calcul de g= ef par

g=

Z
f 0 g

En e�et :

gn=
1
n
(f 0 g)n¡1=

1
n

X
i=0

n¡1

(i+1) fi+1 gn¡1¡i:



Approche détendue [VdH]

Idée : anticipation ¡! accélération

Algorithme naïf

g2 2
g1 1 2
g0 0 1 2
� f0 f1 f2

0 h0= f0 g0.
1 h1= f0 g1+ f1 g0.
2 h2= f0 g2+ f1 g1+ f2 g0.

Algorithme détendu

g2 2
g1 1 1
g0 0 1 2
� f0 f1 f2

0 h0= f0 g0.
1 h1=(f0+ f1) (g0+ g1)¡ f0 g0¡ f1 g1
2 h2= f0 g2+ f1 g1+ f2 g0.



Multiplication détendue rapide
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¡! Algorithme détendu en O(M(n) log n).



Autres algorithmes détendus

Algorithme Temps Espace
Multiplication D.P.R. nlog2 3 n logn
Multiplication rapide M(n) log n n
Division D(n) n

Équations di�érentielles D(n) n
Fonctions holonomes n n
Composition algébrique D(n) logn n

Composition générale D(n) n logn
p

n3/2 logn
Composition char. �ni D(n) logn n logn
Inversion! composition " "

D(n) : temps pour la multiplication détendue

Aussi : [LS]



Vers de l'analyse complexe e�ective

Fonctions analytiques e�ectives

Classe abstraite avec méthodes pour

� Calculer le développement en série formel.

� Calculer une borne inférieur � pour le rayon de convergence.

� Caluler une borne pour supjzj6rjf(z)j pour tout r < �.

� Calcul du prolongement analytique vers z pour tout z avec jz j<r.

Pour assurer cohérence globale, aussi :

� Condition d'homotopie.

� Condition de continuité.

Un des buts : version �able de Columbus.



Examples de théorèmes

Théorème 1. L0; :::; Ll¡1 : fonctions analytiques e�ectives. Alors l'équation

f (l)=Ll¡1 f
(l¡1)+ ���+L0 f ; (1)

avec cond. init. e�. f(0)= �0; :::; f
(l¡1)(0)= �l¡1 admet une solution analytique e�ective f

avec Dom f =Dom (L1; :::; Ll).

Théorème 2. Soient P1; :::; Pl des polynômes à coe�s. e�. Alors le système

d
dz

0@ f1
���
fl

1A=
0@ P1(f1; :::; fl)

���
Pl(f1; :::; fl)

1A (2)

avec cond. init. e�. f1(0) = �1; :::; fl(0) = �l admet une solution analytique e�ective �dèle
(f1; :::; fl).

Théorème 3. (DL89) Supposons que f 2Q[[z]] soit la solution unique de

P (z; f ; :::; f(l))= 0;

avec cond. init. dans Q, et où P est polynomial avec coe�s. dans Q. Alors, en général, on
ne peut pas décider si �(f)< 1 ou �(f)> 1.



Le problème des testes de nullité

Tester des identités functionnelles

� sin2x+ cos2x=1

� log(xx
x
+ exlog x)¡xx log x= log (1+ xx(1¡x

x¡1))

identités/fonctions = identités/constantes + identités/séries

Tester des identités pour des constantes

� 32/55
p

¡ 27/55
p

3
q

=(1+ 35
p
¡ 95
p

)/ 255
p

�
R
¡1
1

e¡x
2
dx= �

p

Tester des identités pour des séries formelles

� Q2R[F ; F 0:::; F (r)]�RfF g, R=K[z], Q2/R
� f 2K[[z]] avec Q(f ; f 0; :::; f (r))= 0

� Étant donné P 2RfF g, a-t-on P (f)= 0 ?

� Tours: replacer R par R[f ; :::; f (r); SQ(f)¡1] et continuer.



Algorithme de saturation [Sh]

Algorithme P � 0

Entrée : Un polynôme P 2RfF g=K[F�]
Sortie : true si et seulement si P � 0

if P (0)=/ 0 then return false
G := fP g
while 9B 2 G:Red(B 0; G)=/ 0 do

if B 0(0)=/ 0 then return false
G :=GroebnerBasis(G [ fBg)

return true

Pourquoi ça marche
Si l'algorithme rend true, alors pour tout Bi2 G= fB1; :::; Bng :

Bi
0=

X
j=1

n

Ai;jBj

En dérivant, on trouve Bi
(k)
(0)= 0 pour tout k.



Algorithme de saturation [Sh]

Algorithme P � 0

Entrée : Un polynôme P 2RfF g=K[F�]
Sortie : true si et seulement si P � 0

if P (0)=/ 0 then return false
G := fP g
while 9i: 9B 2G:Red(@iB;G)=/ 0 do

if @iB(0)=/ 0 then return false
G :=GroebnerBasis(G[f@iBg) [P-G,VdH]

return true

Pourquoi ça marche
Si l'algorithme rend true, alors pour tout Bi2 G= fB1; :::; Bng :

Bi
0=

X
j=1

n

Ai;jBj

En dérivant, on trouve Bi
(k)
(0)= 0 pour tout k.



Résolution d'équations algébriques

Le théorème de Puiseux

Soit P 2K[[z]][F ]�. Alors

P (f)= 0

admet degP solutions dans Kalg[[zQ]].

Généralisation pour des équations algébriques asymptotiques [vdH]

Soient P 2K[[z]][F ]� et � 2R[f¡1g. Alors

P (f)= 0 (f � z�)

admet deg�z�P solutions dans Kalg[[zQ]],

où deg�z�P désigne le degré de Newton de l'équation.



Résolution d'équations algébriques

Le théorème de Puiseux

Soit P 2K[[z]][F ]�. Alors

P (f)= 0

admet degP solutions dans Kalg[[zQ]].

Généralisation pour des éq. di�. alg. asymptotiques [vdH]

Soient L= ��� (log log z)Q (log z)Q zQ et L=Kalg[[L]]

Soient P 2LfF g� et m2L[fz¡1g. Alors

P (f)= 0 (f �m)

admet deg�mP solutions dans L,

où deg�mP désigne le degré de Newton di�érentiel de l'équation.



Degré de Newton
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Autre algorithme pour cas d'ordre 1 [Sh,VdH]

Algorithme P � 0

Entrée : un polynôme P 2R[F ] où F 0= N(F )

D(F )
et D(F )(0)=/ 0

Sortie : true si et seulement si P � 0

Étape 1 [Cas trivial]

if P =0 then return true

Étape 2 [Réduction]

P :=PseudoSqfree(P )

R :=PseudoGcd(P ;DPz+NPF)�RittRed(DF 0¡N;P )

[Teste �nal]

return deg�1R+f0=/ 0 (ici P+'(f)=P (f + ')



Autre algorithme dans cas général [VdH]

Algorithme P � 0

Entrée : un polynôme P 2R[F ] où F 0= N(F )

D(F )
et D(F )(0)=/ 0

Sortie : true si et seulement si P � 0

Étape 1 [Cas trivial]

if P =0 then return true

Étape 2 [Réduction]

P :=PseudoSqfree(P )

R :=PseudoGcd(P ;DPz+NPF)�RittRed(DF 0¡N;P )

[Teste �nal]

return deg�1R+f0=/ 0 (ici P+'(f)=P (f + ')



Autre algorithme dans cas général [VdH]

Algorithme P � 0

Entrée : un polynôme di�érentiel P 2RfF g, préparation OK
Sortie : true si et seulement si P � 0

Étape 1 [Cas trivial]

if P =0 then return true

Étape 2 [Réduction]

P :=PseudoSqfree(P )

R :=PseudoGcd(P ;DPz+NPF)�RittRed(DF 0¡N;P )

[Teste �nal]

return deg�1R+f0=/ 0 (ici P+'(f)=P (f + ')



Autre algorithme dans cas général [VdH]

Algorithme P � 0

Entrée : un polynôme di�érentiel P 2RfF g, préparation OK
Sortie : true si et seulement si P � 0

Étape 1 [Cas trivial]

if P =0 then return true

Étape 2 [Réduction]

H := 1, R :=P , reducing := true
while reducing [invariant: H �/ 0 and P � 0,R� 0]

if R2R then return R=0
else if IR� 0 then R :=R¡ IRVR
else if SR� 0 then H := IRH;R :=R remSR
else if Q remR=/ 0 then H := IRSRH;R := Q remR
else H := IRSRH; reducing := false

[Teste �nal]

return deg�1R+f0=/ 0 (ici P+'(f)=P (f + ')



Autre algorithme dans cas général [VdH]

Algorithme P � 0

Entrée : un polynôme di�érentiel P 2RfF g, préparation OK
Sortie : true si et seulement si P � 0

Étape 1 [Cas trivial]

if P =0 then return true

Étape 2 [Réduction]

H := 1, R :=P , reducing := true
while reducing [invariant: H �/ 0 and P � 0,R� 0]

if R2R then return R=0
else if IR� 0 then R :=R¡ IRVR
else if SR� 0 then H := IRH;R :=R remSR
else if Q remR=/ 0 then H := IRSRH;R := Q remR
else H := IRSRH; reducing := false

[Teste �nal]

Soit R=RqF
q+ ���+R0

Soit �2N minimal avec Ri;�=/ 0 pour un certain i

return Rq;� f0
q+ ���+R0;�=0



Autre algorithme dans cas général [VdH]

Algorithme P � 0

Entrée : un polynôme di�érentiel P 2RfF g, préparation OK
Sortie : true si et seulement si P � 0

Étape 1 [Cas trivial]

if P =0 then return true

Étape 2 [Réduction]

H := 1, R :=P , reducing := true
while reducing [invariant: H �/ 0 and P � 0,R� 0]

if R2R then return R=0
else if IR� 0 then R :=R¡ IRVR
else if SR� 0 then H := IRH;R :=R remSR
else if Q remR=/ 0 then H := IRSRH;R := Q remR
else H := IRSRH; reducing := false

[Teste �nal]

Soit k minimal avec deg�zkH+f0+���+fkzk=0

return deg�zkR+f0+���+fkzk=/ 0



Démonstration de l'algorithme

� Supposons deg�1R+f0=/ 0.

� Alors il existe un f~2Ralg((zQ)) avec R(f~)= 0 et f~¡ f � 1.

� f est la solution unique de f 0= N(f)

D(f)
modulo � 1 dans Ralg((zQ)).

� Puisque R :=PseudoGcd(P ;DPz+NPF), on a une relation

H (DF 0¡N)=XR+YR0:

� Puisque R(f~)= 0 et H(f~)=H =/ 0, on a (DF 0¡N)(f~)= 0.

� Or f était la solution unique de (DF 0¡N)(f~)= 0 modulo � 1.

� Donc f = f~ et R�P � 0.



Démonstration de l'algorithme

� Supposons que deg�zkR+f0+���+fkzk=/ 0.

� Alors il existe un f~2Ralg((zQ)) avec R(f~)= 0 et f~¡ f � 1.

� f est la solution unique de f 0= N(f)

D(f)
modulo � 1 dans Ralg((zQ)).

� Puisque R :=PseudoGcd(P ;DPz+NPF), on a une relation

H (DF 0¡N)=XR+YR0:

� Puisque R(f~)= 0 et H(f~)=H =/ 0, on a (DF 0¡N)(f~)= 0.

� Or f était la solution unique de (DF 0¡N)(f~)= 0 modulo � 1.

� Donc f = f~ et R�P � 0.



Démonstration de l'algorithme

� Supposons que deg�zkR+f0+���+fkzk=/ 0.

� Il existe un f~2L avec R(f~)= 0 et f~¡ f � zk.

� f est la solution unique de Q(f)= 0 modulo � 1 dans L.

� k su�samment grand pour que H(f~)=/ 0 pour tout f~ avec f~¡ f � zk.

� Puisque R :=PseudoGcd(P ;DPz+NPF), on a une relation

H (DF 0¡N)=XR+YR0:

� Puisque R(f~)= 0 et H(f~)=H =/ 0, on a (DF 0¡N)(f~)= 0.

� Or f était la solution unique de (DF 0¡N)(f~)= 0 modulo � 1.

� Donc f = f~ et R�P � 0.



Démonstration de l'algorithme

� Supposons que deg�zkR+f0+���+fkzk=/ 0.

� Il existe un f~2L avec R(f~)= 0 et f~¡ f � zk.

� f est la solution unique de Q(f)= 0 modulo � 1 dans L.

� k su�samment grand pour que H(f~)=/ 0 pour tout f~ avec f~¡ f � zk.

� Puisque Q remR=0 et IRSRjH , on a une relation du genre

H�Q=X0R+ ���+XtR
(t):

� Puisque R(f~)= 0 et H(f~)=/ 0, on a Q(f~)= 0.

� Mais f était la solution unique de Q(f)= 0 modulo � zs.

� Donc f = f~ et R�P � 0.



Conjecture de témoin pour des constantes exp-log

� Eexpr : expressions � valides � formées à partir de Q;+;�; exp; log.

� ��: Eexpr!R : valeur de l'expression.

� s: Eexpr!N : taille de l'expression.

� E1
expr : f 2Eexpr telles que jg�j61 pour toute sous-expression f de eg.

Conjecture 4. Il existe une fonction de témoin $(s)=Ks, telle que

f�=0 () jf�j<e¡s(f)

pour toute f 2E1
expr.



Analogues pour des fonctions

Cas exp-log
� K[[z]] : anneaux des séries sur un corps de constantes.

� Eexpr : expressions avec K; z;+;�; 1/(1+ �); log(1+ �) and exp.

� ��: Eexpr!E �K[[z]] : valeur d'une expression en tant que série.

Conjecture 5. Il existe une fonction de témoin $(s)=Ks, telle que

f�=0 () v(f�)>$(s(f))

pour toute f 2Eexpr.

Cas algébrico-di�érentiel

Conjecture 6. Il existe une fonction de témoin $(s)=Ks, avec

P (f)= 0 () v(P (f))>$(s(Problem));

où s(Problem) désigne la � taille totale des entrées �.



Transséries ���

Transséries réelles
Plus petit corps R[[[x]]] contenant R[[x¡1]] (avecx!1), stable sous

�
P

in�nie

� exp et log

On peut munir R[[[x]]] de @,
R
, �, �¡1.

Exemples Z
ee

x
=

ee
x

ex
+
ee

x

e2x
+
2 ee

x

e3x
+
6 ee

x

e4x
+

24 ee
x

e5x
+ ���

f(x) = log log (x exe
x
+1)¡ exp exp (log log x+

1
x
)

= ¡ log2x
2x

¡ log x
2x

+ ��� [SSRVdH]

Transséries complexes
¡!Choix du genre ez� 1 ou ez� 1, mais structure �nale unique.

¡!Corps C[[[z]]]



Résolution d'équations di�érentielles algébriques

Théorème 7. Soient P 2R[[[x]]]fF g et f < g2R[[[x]]] avec P (f)Q(f)<0. Alors il existe
un h2 (f ; g) avec P (h)= 0.

f7 (f 00)8+ee
x
f 0 f 00 f 000+¡(¡(x))= ee

x/(log x¡1)

Théorème 8. Soit P 2C[[[z]]]fF g et soit m un transmonôme. Alors

P (f)= 0 (f �m) (3)

admet deg�mP solutions dans C[[[z]]]. En outre : dans une échelle qui ne contient que des
nouveaux logarithmes.

Corollaire 9. Le corps des transséries complexes est Picard-Vessiot clos (mais pas di�éren-
tiellement clos).

Théorème 10. (Pour coe�s. � e�ectifs �). Il existe un algorithme pour calculer la solution
générique de (3) dans C[[[z]]] (elle dépend de paramètres satisfaisants des contraintes réelles
algébriques). En outre : borne uniforme pour la profondeur logarithmique.
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