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L Résultats classiques

Multiplication rapide dans C[X].

e Cooley-Tuckey / Gauss.

e Complexité : O(nlogn) opérations dans C.
Multiplication rapide dans Z et R|X].

e Shonhage-Stralen / Cantor-Kaltofen.

o Rz]/(z" +1)=(Rlyl/(y" £1))[a]/(z" - y)

o Complexité : O(nlognlog?n) opérations dans R.
Multiplication « creuse » rapide dans R |z, ..., 24].

e Canny-Kaltofen-Lakshman.

o Complexité : O(slog?sloglog s).

o Séries formelles : Lecerf-Schost, VdH.




Ly Inconvénients classiques

e Phénoméne des sauts de complexité.

e Pasde F.F.T. dense efficace en dimension supérieure.

e Soient P, Q € Clzy, ..., z4] avec deg P,deg Q) <n.
d

e Taille des donnés : s =O(=).

e Complexité naif : O(dn%logn)>> O(slogs).
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Ly La Transformée de Fourier Tronquée

e Plus de phénoméne des sauts de complexité.
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e Algorithme en O(slog s).
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< Rappels | o®

e Notations.

e RS %: anneau effectif de constantes et n = 2P.
e w € R racine n-iéme primitive de l'unité.

e Définition F.F.T.

R — R"

FFT A

(a(), ceey an_l) — (CL(), ceey an_l)

avec

n—1

CALZ': E ajw”

J=0
Formule d’inversion.

FFT,,-:0FFT, =nld

Multiplication F.F.T.
° A:a0+---+an_1X"_1, B:b0+"'—|—bn_1Xn_1.




o OC=AB=cy++c,_1 X" !(degC<n).

A1), ..., A" 1Y) = FFT,(ag,...,an_1)

B(1),...,B(w"™ 1)) = FFTy(bo,...,bp_1)

C(1),...,Cw" ™)) = (A1) B(),..., A" 1) B(w"™ 1))
(Cos-wirCno1) = ~FFT,—1(C(1),...,Clw" 1))
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Rappels Il

e Formule récursif de calcul.

Ecrire

Calculer

On a

A

(ag, -y an—1) = (bo, Co, -+, b j2—1, Cny2—1)-

FFT,2(bo, .. bpsz—1) = (boy.wvs bja—1)
FFTW2(60,...,CH/2_1) = (607“-7677,/2—1)

(G0y ey Gn—1) = (Do Coyenybrja1 4 Cnja_ 1w

A

bo — Co, .-+, bn/2—1 —Cn/2-1W

n/2—1

n/2—1)'
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Rappels Il

Variante en-ligne.




@ Rappels 11
e Variante en-ligne.
Z0,0 Zo1 Zo2 Zo3
I1,0 L1 T2

20 21 22 X923
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Rappels I

e [i], : miroir binaire de i pour la longueur p

o [3]5=[00011]5 = [11000]5 = 24

e [26]5=[TT010]5 = [01011]5

Relation de croisement

(

Formules directes

Ls ims+j
Ls (i+1)ms+j

=11




Ly Transformation de Fourier Tronquée @

e La transformation a longueur [ <n =27

(CLQ, (0 P al_l) < (d[o]p, d[l]p, ceey d[l—l]p)

e (alcul

Il
I
|

XN

il

——
=
=

|
s J\

e Complexité

Théoréme. La T.F.T. de (ag,...,a;—1) par rapport a w se calcule utilisant | p+ n addi-
tions-soustractions et |(Ip-+n)/2| multiplications avec des puissances de w.
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Transformation inverse

Observation fondamentale sur la relation de croisement

()-( ()

Ve, 0 €{0,1}: (xc, ys) détermine (z1_c, y1—5)

ro=mz1+w'ys et yp=x1 — W'y

1 1
$1:§($0+y0) et y1=5w " (20— vo)
ro=2x1— Yo €t y1 =w ' (z1— yo)

azlzazo—wiyl et yozazo—Qwiyl



Uiy Transformation inverse @

e Leretourdela T.F.T.

e Complexité

Théoréeme. On peut retrouver (ay, ..., a;—1) a partir de sa T.F.T. par rapport 4 w en
utilisant | p + n additions-soustractions, [(l p + n) /2| multiplications avec des puis-
sances de w et 2n décalages.
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Remarques

e Compatibilité avec Schonhage-Strassen

e Toutes les multiplications par des puissances de w.

PRI 1
o Geénéralisation au cas 5 ¢ R

Pour j avec j2=1, étudier :

ai

C1

—_
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Remarques

Ln—1}

T.F.T. par rapport a sous-ensembles {0, ..

2
2p

c C avec w

1,(,02,(,04,

Note théorique pour n— 0o
Suite wq

wgilp pour tout p avec 1 < 2P,

wlil;

2 >1:

a;

2.

(

ai,as,... avec p

T.F.L. d'une suite a,

a(w), a(w!'), a(w?), ...
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Cas multivarié

o T.FT.de (fi, s ines avec S C N fini

fo,5

fo,4 f1,4

fo,3 f1,3 f2.3

fo,2 f1,2 f2,2 f3,2

fo,1 f11 f2,1 f3.1 fa1

fo,0 fi,0 f2,0 f3,0 fa,0 f5.0
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Cas multivarié

o T.FT.de (fi, s ines avec S C N fini

f (1, w®

(1, w®

f(whw?

f (1, w°

f(w4,w6

f(wQ,(.UG

(1, w?

f(whw?

f (w?w?

f(wG,w2

f(1, w?

f(w4,w4

f(wg,w‘l

f(w6,w4

'c(w5,w4

f(,1)

F(wt 1

(w2, 1

f(wf, 1

(0, 1

F(w?, 1




& Cas multivarié @

o Complexité si S={(iy,...,iq) € N%iy + - +ig<n}
e Analyser complexité T.F.T. par rapport a 1 var.

® fo.in..ig— f0,i .. iy

Tur<cdy (77007 ) ogl
[=2

Théoréme. Supposant que R admet « sufissamment » de racines 2P-ieme d’unité.
Soient f, g€ R|z1, ..., 24 des polynémes avec deg f +deg g <r et s= (TJ“i_ 1). Alors
le produit f g se calcule en utilisant O(slog s) opérations dans R.

e Complexité en général

C'|S|(log|S|+|0S])
o Séries formelles

e Facteur O(log s) supplémentaire.




