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e Motivations et histoire

e Calcul asymptotique universel pour des fonctions réelles



e L-fonctions de Hardy et corps de Hardy
e Non-oscillation — ordres de croissance
Définition

(Dahn-Goring, Ecalle, vdH)

Soit x > 1 une variable « infiniment grande »

Une transsérie f €T est une série formelle généralisée
J= E fmm,

avec fm € R et ol les transmonémes m € T sont de la forme

l
log; x =log % log x ou

m
m = expg,ge€Tl,

avec T ={feT:supp f >~ 1}

Opérations



(Ecalle, vdH, van den Dries/Macintyre/Marker)

T est un corps
T est totalement ordonné par <

T est un corps asymptotique (valué) pour <

T est stable pour 0 et [, qui sont compatibles avec < et <

T est stable par o et o~ !, qui sont compatibles avec
T est réel clos

T est différentiellement réel clos

<

X

< et 0
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R Exemples

Transseéries réticulées

Mmx] use "symbolix"; use "multimix";
Mmx] x == infinity (’x);

Mmx] 1 / (x - 1)

1 1 1 1 1
E+F+F+F+O<F>



Mmx] exp x / (1 - x~(-1) - exp (-x))
e’ + w_+ -% 4—C)< >-+-1—F - — 5 %—C)<—%§)-+ 3 C)<a;1 >-+ ! 4—C)< !

Mmx] integrate (exp (-x~2), x)

—1 1 3 15 1
2xex2+-4x3ex2_-8x5em2+-16x7em2+%9(19em2)

Mmx] lengthen (product (x, x), 2)

log(x) xlog(m)-x-—kﬁéﬁl xlog(x)__m._kﬁ§ﬁl mlog(m)__x__lo%m)
zlog(zx)—xz—222 € e o
€ *or + +0

12 288 12 x3

Mmx] integrate (x"x, Xx)

log (z) _ log(a) log(z) _ log(x)
sqrt@r)eaﬂog(m) __ sqrt@r)eaﬂog(w) 2 sqrt@x)eaﬂog(m) __ sqrt@r)eaﬂog(w) 2
log(x) log(z)? log(x)? log(z)*
o sqrt(x) zlog(x)— —log(w) N mlog(m)—log(w) _3 :Blog(a:)—log(w) _|_6 xlog(m)—log(w)
log()® sqrt(z) log(z)?  sart(z)log(z)*  sart(z) log(z)®
emlog(x)—@ emlog(x)—@ emlog(w)—% exlog(az)—@ 2ew10g($)—@
1 5| T 5 s—+0 5| T 5
sqrt(z) log() log(z)4 x2 log(z)5 2 log(x)6 x2 log(z)5 22
_log(@)
o emlog(m) .

7

log(x)6 22



Mmx] product (log x, x)

exlOgOOg(m))_“°§f>_-ngoQ_ﬁo;zﬁf+()(kgim4)‘_bg03ﬂmn-+
eaﬂogUOg(m))_‘°§f>_'ng»Q_lm;zﬁ (h@iﬂ4>_—bg03ﬂm»
12z log(x) +
exlog(log(m)) — 10;(:8) _ log(mm)Q _ 10;(;3 (1051)4 ) . log(loQg(m))
© x2log(z)?
Mmx ]

Transséries a échelle finie

Mmx] fixed_point_expander (f :-> x + £ @ (x~(1/5)))
2 A L N

T+ x5+ x5 4+ 125 4 O<x625>

Mmx ]

Transséries bien fondées

Mmx] fixed_point_expander (f :-> 1/x + £ @ (x72) + £ @ (exp ((log x)~2)))

1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
s Tt AT T O(W) T dos@? T 2lose? T gdlos(e)? T O<6810g<w)2) T oty

1 1 1 1
e2log(a:)4 - O( e4log(a:)4> - elog(:n)8 - O( e2log(m)8 )

Mmx] fixed_point_expander (f :-> x + £ @ (log x))



x + log(z) + log(log(x)) + log(log(log(x))) + O(log(log(log(log(x)))))
Mmx] fixed_point_expander (f :-> 1/x + £ @ (exp x))

1 1 1 1 1
e ew+0< )
a5 e e e€ eee

Mmx] fixed_point_expander (f :-> 1/x + £ @ (exp x + X))

1 1 T x> 3 1 1 T 1 1
2T @t O(eTx> T oz 2otz gZetam T O(egem+x) t i rete
1
O( eT4x x )
e2e +e?+x
Mmx ]

Transséries imbriquées

= m+e\/m+e\/log loglog « +e-

foeVotilogs) _ ovate
Transséries de forces supérieures

expu(x+1) = eXPw (@)
exp2(x+1) = expy(expy2(z))
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Equations algébriques asymptotiques » ‘

Algébre Algébre asymptotique
P(f)=0 P(f)=0, (f=v)
deg P deg ., P

pp(f)=val Py ¢

pp,<o(f) =deg<o Py




Polynomes de Newton

Np=2F3+7F?

P(f)=0 admet une solution f=cm+:- <= Np__(c)=0



Degré de Newton

deg<o P
deg<y P

deg<n P

deg<v Piop
deg <y Pxr

deg~y, (PQ)

deg<p Py o
t<o(f; P)

[ I7AN

deg Np,
val pro

deg_, P, <o
deg-, P, Y=<
deg<ow P

deg <y P+deg<y Q

/'L(CSD; Nme,,)
deg<v Py



L Algorithme de résolution & ‘

1. deg~y P=d>0

2. Si d=1, retourner unique solution
3. Déterminer mondme débuteur tv < v

4. Résoudre Np_  (c)=0 et affecter ¢ :=cto

5. Raffiner f=¢+ f, f <t — 0<deg_n P <d avec 15:P+q,

6. Retourner a I'étape 1



& Algorithme de résolution

1

4,

5.

. degoy P=d>0

. Si d=1, retourner unique solution
Déterminer mondéme débuteur to < v

Résoudre Np,  (c)=0 et affecter ¢ :=cto

1 2
(f— ) _ 10000
b=

Raffiner f=p+ f, f<w — 0<degw P <d avec 15:P+Q0

Retourner 3 |'étape 1



& Algorithme de résolution

1. deg~y P=d>0

2. Si d=1, retourner unique solution
3. Déterminer monéme débuteur tv < b
4. Résoudre Np,  (c)=0 et affecter ¢ :=cto

Si unp, (c)=d, alors ¢ :=solution unique de ng;dl_lf(go):O, <D

5. Raffiner f=¢+ f, f <t — 0<deg_np P <d avec 15:P+q,

6. Retourner a I'étape 1



Polygones de Newton différentiels ‘

P(f)=p(f, [, f7)=0, f=v

Pentes ne se lisent pas directement a partir du « polygone de Newton »

P=Py+- +P,

Py=(F\2—FF"+...



U Ascensions

P unique polynéme différentiel avec

(PY)(foe)=P(f)oe

Par exemple :

F/
't = —
T =
F// . F/
F/,T - 6256
F///T B F/// . 3F//+2F/

egx



@

Ascensions

P unique polynéme différentiel avec

Par exemple :

(PY)(foe)=P(f)oe

P = (F)2-FF"

(F/)Z_FF//+FF/
eQm

FF' (F)—FF"+FF’

=

P17 = o a2e° c2% p2e”

Np = FF’



@

Ascensions

P71 unique polynéme différentiel avec

Par exemple :

Conséquence :

(PY)(foe)=P(f)oe

P = (F)2-FF"
(F/)Z_FF//+FF/

PT - 6233

FF’ FN2—FF" 4+ FF’
P11 = T 26 ) 2% n26%

eZ e e2T ¢
Np = FF'

2%

1<logl<logx = P({)~ .



Polynémes de Newton différentiels @‘




& Monémes débuteurs & ‘




Monomes débuteurs

P = e F+(F)?

P, o= = e 2¢" (F + (e F — F')?)
Py roe—c = €72 (F+(F — (F'+2F)e ®)?)
Np . = F+ F?

Xe2Te €

f = —e_ex+2x—|_...



Monomes débuteurs




Monomes débuteurs

P = (F')>—FF"

[(FT)? = ((FT)?+ (7)) F?
= —(F1) F?

— Rp(FT) F?

deg<1/(x10gx...) (F/)+)\ > 0 (V)\E]R)
NPXefA:NPXeAm % RF]N

f —= CeAx—|_...



< Suite de la résolution

Lemme. deg-, P=1 = P(f)=0, f v admet au moins une solution.

Avertissement. Probléme avec des solutions presque multiples

1 1
29— 4 ...
/ / el +($log:v---logl:v)2
1 1
2_2 —x £/ = .
/ e f +z+ +(ewx---logl_1x)2

1 1

=D = el ekt
x (zlogx--log;—1 )

1

2

1
29— 4 ...
/ fr 2 (zlogx--log;—1 )

Lemme. Le « processus de dénouement » est fini.

2

(f=<1)
(f=<1)
(f=<1)
(f=<1)




Résultats

Théoreme. [/ existe un algorithme théorique pour trouver toutes les solutions a une équation
différentielle asymptotique algébrique.

Théoréeme. Toute solution transsérielle d'une équation différentielle algébrique a coeffi-
cients réticulés est a nouveau réticulée.

1 1 e
> — + -+ sont différentiellement transcendants sur
elog a8 elog as

Corollaire. ((z) et f(x) :%4_
R.

Théoréme. Soient Pc T{F} et f <ge&T avec P(f)P(g)<0. Alors il existe un h €T

avec f <h<get P(h)=0.

Corollaire. Tout P € T{F'} de degré impair admet une racine dans T.

Corollaire. Tout L € T[0] monique se factorise en facteurs de la forme

O—a ou 9?>—(2a+b")o+ (a®2+b*—a’+abl).
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Résultats

Théoreme. [/ existe un algorithme théorique pour trouver toutes les solutions a une équation
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Théoréeme. Toute solution transsérielle d'une équation différentielle algébrique a coeffi-
cients réticulés est a nouveau réticulée.

1 1 e
> — + -+ sont différentiellement transcendants sur
elog 4B elog a8

Corollaire. ((z) et f(x) :%4_
R.

Théoréme. Soient Pc T{F} et f <ge&T avec P(f)P(g)<0. Alors il existe un h€ T
avec f <h< g et P(h)=0.
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Généralisations

Construction. 3 corps T de transséries complexes réticulées.

La construction fait intervenir une infinité de choix comme

z <=1
el <> 1
1z —<>_ 1

eze

La construction en tant que « corps fort » est unique.
Construction. Tout corps de transséries admet une cl6ture imbriquée.

Construction. 3 des corps de transséries de forces supérieures.

Conjecture. Pour un corps de transséries suffisamment grand, le théoréme des valeurs inter-
médiaires est vraie pour des fonctionnelles faisant intervenir la dérivation et la composition.




& Généralisations

Théoréme. Tout équation différentielle asymptotique P(f) =0, f <v sur T admet au
moins deg_, P solutions dans T,

Corollaire. Tout P € T{F } \ T admet une racine dans T*.

Corollaire. Tout L € T[] se factorise en facteurs d’ordre 1.

Remarque. T n'est pas différentiellement clos.

Construction. Tout corps de transséries admet une cléture imbriquée.
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Transséries et théorie des modeéles
Définition. Corps de Hardy transsériel : corps de Hardy & souscorps de T.

Théoréme. Soit T un corps de Hardy transsériel et T9%& sa cléture différentiellement
algébrique dans T. Alors T8 peut étre muni d’une structure de corps de Hardy transsériel
étendant T.

Théoréeme. 7T : corps de Hardy transsériel. H O T : extension différentiellement algébrique
de corps de Hardy. H Liouville clos et différentiellement Hensélien. Alors H se modélise
comme corps de Hardy transsériel.

Définition. H-corps : corps différentiel avec < appropriée.

Définition. Corps asymptotique : corps différentiel avec < appropriée.

Proposition. Si un H-corps K admet une lacune v ~ % + -1 4. alors K admet deux

] . x log x
clétures Liouvilliennes avec exp [~ < >1.

Théoreme. (ADH) J corps Liouville clos de transséries K, avec v ¢ K, mais o ~ — +

1
x2log2 x

+- € K. Oro=2~"+~2
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Proposition. Si un H-corps K admet une lacune v ~ % + + -+, alors K admet deux

] . x log x
clétures Liouvilliennes avec exp [~ < >1.

Théoréeme. (ADH) - corps L/ouw//e clos de transséries K, avec v ¢ K, mais o ~ — +
~_+..cK. Or o2~y +~2

x2log2 x
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x log x

Theoreme (ADH) = corps L/ouw//e clos de transséries K, avec v ¢ K, mais o ~ — +
1
€ K. Oro=2~"+~2

x2log2 x
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xzlogx
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de corps de Hardy. H Liouville clos et différentiellement Hensélien. Alors H se modélise
comme corps de Hardy transsériel.

Définition. H-corps : corps différentiel avec < appropriée.

Définition. Corps asymptotique : corps différentiel avec < appropriée.

1
xzlogx

Proposition. Si un H-corps K admet une lacune v ~ % + + -+, alors K admet deux

clétures Liouvilliennes avec exp [~ < >1.

Théoreme. (ADH) 3 corps Liouville clos de transséries K, avec v ¢ K, mais ¢ ~ % +
L 4. €K. Orpm2~'+~2
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