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Transséries

� Exemples
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� Motivations et histoire

� Calcul asymptotique universel pour des fonctions réelles



� L-fonctions de Hardy et corps de Hardy

� Non-oscillation ¡! ordres de croissance

� Dé�nition

(Dahn-Göring, Écalle, vdH)

Soit x� 1 une variable � in�niment grande �

Une transsérie f 2T est une série formelle généralisée

f =
X
m2T

fmm;

avec fm2R et où les transmonômes m2T sont de la forme

m = loglx= log ���
l�

log x ou
m = exp g; g 2T�

avec T�= ff 2T: supp f � 1g

� Opérations



(Écalle, vdH, van den Dries/Macintyre/Marker)

¡ T est un corps

¡ T est totalement ordonné par 6

¡ T est un corps asymptotique (valué) pour 4

¡ T est stable pour @ et
R
, qui sont compatibles avec 6 et 4

¡ T est stable par � et �¡1, qui sont compatibles avec 6, 4 et @

¡ T est réel clos

¡ T est di�érentiellement réel clos



Exemples

� Transséries réticulées

Mmx] use "symbolix"; use "multimix";

Mmx] x == infinity ('x);

Mmx] 1 / (x - 1)
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Mmx] exp x / (1 - x^(-1) - exp (-x))
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Mmx] integrate (exp (-x^2), x)
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Mmx] lengthen (product (x, x), 2)
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Mmx] integrate (x^x, x)

sqrt(x) exlog(x)¡
log(x)
2

log(x)
¡ sqrt(x) exlog(x)¡

log(x)
2

log(x)2
+

sqrt(x) exlog(x)¡
log(x)
2

log(x)3
¡ sqrt(x) exlog(x)¡

log(x)
2

log(x)4
+

O

0@ sqrt(x) exlog(x)¡
log(x)
2

log(x)5

1A+ e
xlog(x)¡ log(x)

2

sqrt(x) log(x)3
¡ 3 e

xlog(x)¡ log(x)
2

sqrt(x) log(x)4
+
6 e

xlog(x)¡ log(x)
2

sqrt(x) log(x)5
+

O

0@ e
xlog(x)¡ log(x)

2

sqrt(x) log(x)6

1A+ e
xlog(x)¡ log(x)

2

log(x)4x
3

2

¡ e
xlog(x)¡ log(x)

2

log(x)5x
3

2

+ O

0@ e
xlog(x)¡ log(x)

2

log(x)6x
3

2

1A+ 2 e
xlog(x)¡ log(x)

2

log(x)5x
5

2

+

O

0@ e
xlog(x)¡ log(x)

2

log(x)6x
7

2

1A



Mmx] product (log x, x)
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� Transséries à échelle �nie

Mmx] fixed_point_expander (f :-> x + f @ (x^(1/5)))
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� Transséries bien fondées

Mmx] fixed_point_expander (f :-> 1/x + f @ (x^2) + f @ (exp ((log x)^2)))
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Mmx] fixed_point_expander (f :-> x + f @ (log x))



x+ log(x)+ log(log(x))+ log(log(log(x)))+O(log(log(log(log(x)))))

Mmx] fixed_point_expander (f :-> 1/x + f @ (exp x))
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Mmx] fixed_point_expander (f :-> 1/x + f @ (exp x + x))
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� Transséries imbriquées

f =e x
p

+f(log x)=e x
p

+e log x
p

+e log log x
p

+e
log log log x

p
+e

���

� Transséries de forces supérieures

exp!(x+1) = eexp!(x)

exp!2(x+1) = exp!(exp!2(x))
���
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Équations algébriques asymptotiques

Algèbre Algèbre asymptotique

P (f)= 0 P (f)= 0; (f � v)

degP deg�vP

�P(f)= valP+f �P ;�v(f)=deg�vP+f
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Polynômes de Newton

F F 2 F 3 F 4 F 5

z

z2

z3

1
1

3

6

7

8 ¡1

2

1

4

NP =2F 3+7F 2

P (f)= 0 admet une solution f = cm+ ��� () NP�m(c)= 0



Degré de Newton

deg4vP = degNP�v

deg�vP = valNP�v

deg�wP 6 deg�vP ; w� v

deg�vP+' = deg�vP ; '� v

deg�vP�w = deg�vwP
deg�v (PQ) = deg�vP+deg�vQ

deg�'P+' = �(c';NP�d')

��v(f ;P ) = deg�vP+f



Algorithme de résolution

1. deg�vP = d> 0

(P =A+g et g racine de A modulo �v)

2. Si d=1, retourner unique solution

3. Déterminer monôme débuteur w� v

4. Résoudre NP�w(c)= 0 et a�ecter ' := cw

5. Ra�ner f = '+ f~; f~�w ¡! 0< deg�wP~6 d avec P~=P+'

(P~=A+g+' et g+ ' racine de A modulo �w)

6. Retourner à l'étape 1
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1. deg�vP = d> 0

(P =A+g et g racine de A modulo �v)

2. Si d=1, retourner unique solution

3. Déterminer monôme débuteur w� v

4. Résoudre NP�w(c)= 0 et a�ecter ' := cw

Si �NP�(c)= d, alors ' := solution unique de @d¡1P

@F d¡1
(')= 0; '� v

5. Ra�ner f = '+ f~; f~�w ¡! 0< deg�wP~6 d avec P~=P+'

(P~=A+g+' et g+ ' racine de A modulo �w)

6. Retourner à l'étape 1



Polygones de Newton di�érentiels

P (f)= p(f ; f 0; :::; f (r))= 0; f � v

Pentes ne se lisent pas directement à partir du � polygone de Newton �

P =P0+ ���+Pd

P2=(F 0)2¡FF 00+ ���



Ascensions

P " unique polynôme di�érentiel avec

(P ")(f � ex)=P (f) � ex

Par exemple :

F 0" =
F 0

ex

F 00" =
F 00¡F 0
e2x

F 000" =
F 000¡ 3F 00+2F 0

e3x

���



Ascensions

P " unique polynôme di�érentiel avec

(P ")(f � ex)=P (f) � ex

Par exemple :

P = (F 0)2¡FF 00

P " =
(F 0)2¡FF 00+FF 0

e2x

P "" =
FF 0

ex e2e
x +

(F 0)2¡FF 00+FF 0

e2x e2e
x

���
NP = FF 0



Ascensions

P " unique polynôme di�érentiel avec

(P ")(f � ex)=P (f) � ex

Par exemple :

P = (F 0)2¡FF 00

P " =
(F 0)2¡FF 00+FF 0

e2x

P "" =
FF 0

ex e2e
x +

(F 0)2¡FF 00+FF 0

e2x e2e
x

���
NP = FF 0

Conséquence :

1� log `� log x =) P (`)� ` `0

x



Polynômes de Newton di�érentiels

Théorème. Il existe un unique NP 2RfF g, tel que

cP "l=NP

pour tout l su�samment grand, et

NP 2R[F ] (F 0)N:

Dé�nition. m� v est un monôme débuteur () NP�m2/RFN



Monômes débuteurs

Lemme. Pour i< j avec Pi=/ 0, Pj=/ 0, il existe un unique (i; j)-égalisateur e2T tel que
N(Pi+Pj)�e ne soit pas homogène.



Monômes débuteurs

P = e¡e
x
F +(F 0)2

P�e¡ex = e¡2e
x
(F +(exF ¡F 0)2)

P�e2xe¡ex = e4x¡2e
x
(F +(F ¡ (F 0+2F ) e¡x)2)

NP�e2xe¡e
x = F +F 2

f = ¡e¡ex+2x+ ���



Monômes débuteurs

Lemme. Pour i avec Pi=/ 0, on a

m est un monôme débuteur pour Pi(f)= 0

(
)

my=
m0

m
est une solution de RPi(g)= 0 modulo

1
x log x log2x ���



Monômes débuteurs

P = (F 0)2¡FF 00

= [(F y)2¡ ((F y)2+(F y)0)]F 2

= ¡(F y)0F 2

= RP(F
y)F 2

deg�1/(xlog x���) (F 0)+� > 0 (8�2R)

NP
�e

R
�
=NP�e�x

2/ RFN

f = c e�x+ ���



Suite de la résolution

Lemme. deg�vP =1 =) P (f)= 0; f 4 v admet au moins une solution.

Avertissement. Problème avec des solutions presque multiples

f2¡ 2 f 0+ 1
x2
+ ���+ 1

(x log x ��� loglx)2
= 0; (f � 1)

f2¡ 2 e¡x f 0+ 1
e2x

+ ���+ 1
(exx ��� logl¡1x)2

= 0; (f � 1)

f2¡ 2 f 0¡ 2 f +1+
1
x2
+ ���+ 1

(x log x ��� logl¡1x)2
= 0; (f � 1)

f2¡ 2 f 0+ 1
x2
+ ���+ 1

(x log x ��� logl¡1x)2
= 0 (f � 1)

Lemme. Le � processus de dénouement � est �ni.



Résultats

Théorème. Il existe un algorithme théorique pour trouver toutes les solutions à une équation
di�érentielle asymptotique algébrique.

Théorème. Toute solution transsérielle d'une équation di�érentielle algébrique à coe�-
cients réticulés est à nouveau réticulée.

Corollaire. �(x) et f(x)= 1

x
+

1

elog
2 x
+

1

elog
4 x
+ ��� sont di�érentiellement transcendants sur

R.

Théorème. Soient P 2TfF g et f < g 2T avec P (f)P (g)< 0. Alors il existe un h2T
avec f <h< g et P (h)= 0.

Corollaire. Tout P 2TfF g de degré impair admet une racine dans T.

Corollaire. Tout L2T[@] monique se factorise en facteurs de la forme

@ ¡ a ou @2¡ (2 a+ by) @+(a2+ b2¡ a0+ a by):
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Généralisations

Construction. 9 corps Tcx de transséries complexes réticulées.

La construction fait intervenir une in�nité de choix comme

z �� 1

eiz �� 1

eze
iz �� 1

La construction en tant que � corps fort � est unique.

Construction. Tout corps de transséries admet une clôture imbriquée.

Construction. 9 des corps de transséries de forces supérieures.

Conjecture. Pour un corps de transséries su�samment grand, le théorème des valeurs inter-
médiaires est vraie pour des fonctionnelles faisant intervenir la dérivation et la composition.
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Transséries et théorie des modèles

Dé�nition. Corps de Hardy transsériel : corps de Hardy & souscorps de T.

Théorème. Soit T un corps de Hardy transsériel et T dalg sa clôture di�érentiellement
algébrique dans T. Alors T dalg peut être muni d'une structure de corps de Hardy transsériel
étendant T.

Théorème. T : corps de Hardy transsériel. H�T : extension di�érentiellement algébrique
de corps de Hardy. H Liouville clos et di�érentiellement Hensélien. Alors H se modélise
comme corps de Hardy transsériel.

Dé�nition. H-corps : corps di�érentiel avec 6 appropriée.

Dé�nition. Corps asymptotique : corps di�érentiel avec 4 appropriée.

Proposition. Si un H-corps K admet une lacune � 1

x
+

1

x log x + ���, alors K admet deux
clôtures Liouvilliennes avec exp

R
��1.

Théorème. (ADH) 9 corps Liouville clos de transséries K, avec  2/ K, mais % � 1

x2
+

1

x2 log2x + ��� 2K. Or %� 2  0+ 2.
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