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sur h, c’est un sous groupe algébriqgue de GL,,(K). En faisant varier h, ceci déter-
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Définition : groupe de Galois différentiel de L

Groupe (1, = x| des automorphismes différentiels de K sur F. Par I'action

sur h, c’est un sous groupe algébriqgue de GL,,(K). En faisant varier h, ceci déter-
mine ;1 a conjugaison pres.

Comment calculer gL ?
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h= (e

Gry = {(@):aeK?}

o L=0°+z710

h=(logz1)



e L=3%+(1+zHo+z! («dérivée» de h' + h=z71)
h=G+o+s+o+e7)

c(e?) = ae’?, a € K*
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oc(hy) = hi+be™, b e K
c(e?) = ae’?, a e K*
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h=(C+z+5+5+,e7)



e L=3%+(1+zHo+z! («dérivée» de h' + h=z71)

h:§+%+§+§+m£*)
GLn = {((1) Z):aE]Kf,be]K}

e [=AB
h: (B_l hA/hB)

o = (% 0

L se factorise < (;; admet un sous espace invariant non trivial
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2016. BARKATOU-CLUZEAU-DI VIZIO-WEIL : algeébre de Lie de (j;
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Factorisation de 1'opérateur L 6/19

1894. BEKE : facteurs d'ordre un
1996. VAN HOEJ] : algorithme «local-global »
2004. CLUZEAU : algorithme «mod p »

2005. VAN DER HOEVEN : algorithme «numérique » (mais complet)

L = AB gL~(%“§B]
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Point non singulier z = cx. On peut prendre i =h'"*! unique telle que

hi(a) - he(a) [1 0]

h{ @) - bV (@) 0 1



Solutions formelles autour d'une singularité

Point non singulier z = cx. On peut prendre i =h'"*! unique telle que

h1(06> hr(“) 1 0
0 | 1

h V@) -~ b ()
Point singulier z = .. Disons &« =0. On peut prendre
h; = eP(V172) (hio(¥Z) +++hir1(¥Z) dogz)"1)

P, € K[{1/z]
v € K
hi,()/ "°/hi,1’—1 e K [ [g/z]]

Mm
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Solutions formelles autour d'une singularité

Point non singulier z = cx. On peut prendre i =h'*! unique telle que

hl(OC> hr(OC> 1 0
0 | 1

W @) - h V()
Point singulier z = oc. Disons « =0. On peut prendre
he = "W 27 (o (Y2) + -+ hyya (Y2) (log 2) )

P; € K[{1/z]
v € K
hi,01"°/hi,r—1 € K[[g/z]]

7/19

L est Fuchsien si P;=0, 1,€ K et o =1 (pour toute singularité « € K U {o0})
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Théoréeme de densité (cas Fuchsien)

8/19
Monodromie
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Théoréme (SCHLESINGER)

Soient M, ..., M, € GL,(C) les matrices de monodromie autour des singularités
d'un opérateur L Fuchsien. Soit (;=(M,,, ..., M,,) le plus petit sous groupe algé-
brique de GL,(C) qui contient M,,,...,M,_. Alors gL,h = g NGL,(K).
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Matrices exponentiels

Induites par automorphismes o exponentiels o(e" (W)) —1eP(V172)

Matrices de Stokes

1 1 2 6

—t Sttt
z z? z3 z4

=1
|
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Matrices exponentiels

Induites par automorphismes o exponentiels o(e" (W)) —1eP(V172)

Matrices de Stokes

1.1 2 6

T At ET AT
- - 1
Q) = BI@ = 1+{+ 40+ = 1

eif oo e—zC

hz) = (Lol (@) = | d¢

o 1-C
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Matrices exponentiels

Induites par automorphismes o exponentiels o(e" (W)) —1eP(V172)

Matrices de Stokes

1.1 2 6

Tzt EtET AT
- - 1
Q) = BI@ = 1+{+ 40+ = 1

eif oo e—zC

hz) = (Lol (@) = | d¢

o 1-C

L ~
» 07 «Monodromie» delhen (=1
é ; L
i




Accéléro-sommation d'Ecalle

h h
~ "Gp
lel T Zp
hhw — hy — - — hpyy — hy
Ael P A9p_1
21722 Azp_1—>2p
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Accéléro-sommation d'Ecalle

h h
;B/Zl\lf TOCZ;J
hy T hy — - hp 1 —  hy
A 01 A 9p_1
21-2) A,

p-1

Théoreme (MARTINET-RAMIS)
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Les matrices de monodromie, exponentielles, et de Stokes génerent le groupe de

Galois différentiel de L en tant que groupe algébrique (défini sur C).
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Accéléro-sommation d'Ecalle

h h
~ '\,9]0
;lel Tg(/zp
S S
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Les matrices de monodromie, exponentielles, et de Stokes génerent le groupe de

Galois différentiel de L en tant que groupe algébrique (défini sur C).

Théoreme (VAN DER HOEVEN)

On peut calculer un nombre fini de matrices de monodromie, exponentielles, et de

Stokes, tel que ces matrices générent ;1 en tant que groupe algébrique.

Les entrées de ces matrices sont des nombres complexes calculables.
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Théoréme (CHUDNOVSKY?, VAN DER HOEVEN)

Pour K = Q et en prenant un point de base non singulier dans KK, on peut

approximer en temps O(nlog” n) les matrices de monodromie de L. autour de
chaque singularié avec une erreur d’au plus 2"
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Théoréme (CHUDNOVSKY?, VAN DER HOEVEN)

Pour K = Q et en prenant un point de base non singulier dans KK, on peut

approximer en temps O(nlog” n) les matrices de monodromie de L. autour de
chaque singularié avec une erreur d’au plus 2"

Théoréme (VAN DER HOEVEN)

Pour K = Q, on peut approximer en temps O (nlog” n) les matrices de Stokes du
théoreme de densité avec une erreur d’au plus 27"
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Factorisation de L 12/19

1. Calculer des générateurs M, ..., M, GL,(C%) de QL

2. Fixer une précision p de calcul pour les «tests a zéro »

3. Déterminer un sous espace invariant V' non trivial pour M, ..., M,,
4. 5i un tel espace V n'existe pas, alors retourner L

5. A partir de V, reconstruire une factorisation .= A B « candidat »
6.5i L =AB, alors retourner (A, B)

7. Doubler la précision et retourner a 1'étape 3
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3. Déterminer un sous espace invariant V' non trivial pour Mj, ..., M,,

e V invariant sous M;,...,M,, < V invariant sous A := C[M1,...,M,,]
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3. Déterminer un sous espace invariant V' non trivial pour M, ..., M,,

e V/ invariant sous M;,...,M,, < V invariant sous A :=C[M,...,M,,]
e Scindage: C'=E ®--®Eavec g, ..., mg, € C[My, ..., M,,]
e Calculer un scindage avec k maximal :

o Pour Ae C[Mjy,...,M,,] «aléatoire », prendre une base de E; pour
laquelle 7tr o A o 71, est sous forme normale de Jourdan

o Sirtp, 0 Ao g, n'est pas « monopotente », on peut raffiner le scindage

Ay - Ay

e Ona A = avec A, j=71g 0 Aorg, Aji—A nilpotente sur E;

A;/I/l,l Am,m
e Pour tout i, prendre v € E;Nker (A;;—A;) et tester si Invy (v) C C’

e Silnvy (v) C C’" pour un i, alors retourner Invy (v) ; sinon, retourner L
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5. A partir de V, reconstruire une factorisation L. = A B « candidat »

o V — base ¢,..., ¢ E Cr[2]] de ker B en un point non singulier
e Reconstruire B=ppcm (d— @1/ @1, ...,0— @i/ @p) € Clr[2]11[9]

e Reconstruire B C“(2)[9]



5

Zoom sur 1'étape 5

. A partir de V, reconstruire une factorisation .= A B « candidat »

V — base ¢4, ..., pr € Cr[2]] de ker B en un point non singulier
Reconstruire B=ppcm (9 — @1/ @1, ..., — @i/ @r) € Clr[2]11[9]

Reconstruire B C°(2)[9]

Reconstruire B € Q(z)[d] utilisant LLL

14/19
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Groupe Galois différentiel

Idée : calculer g comme variété sous la forme

g — Fet (VNe F, Ne* =e*N)
J : ensemble fini contenant 1
L : algebre de Lie donnée par une base

Ingredients :

1. Calcul de (M) pour une simple matrice M

2. Tester si M € F e’ pour F et L donnés

15/19



Groupe Galois différentiel : 1'algorithme 16/19

Etape 1. [Initialisation]
Calculer (M) = F.e™ pour toutie {1, ..., m}
F=TFU-- Uj:m
L:=Lie(Ly+--+L,,)

Etape 2. [Cloture]

Tant qu'il existe un N € J\ {1} avec NLN'g.L
L:=Lie(L+NLN™

Tant qu'il existe un N € J\ {1} avec N € et faire F:= F\ {N}

Tant qu'il existe un N € 2 avec N ¢ J e faire
Calculer (N)= F'e*’
Si L'¢ L, alors L:=Lie(L+ L"), quitter la boucle, repéter 1'étape 2
Sinon, J:= U {N}

Retourner Je*



Calculs plus rapides avec la partie discrete 17/19

Représentation compacte des éléments dans H =/ et

e Réduire au cas ou gp C Norm (e®)?
e Premier élément M = B, =e* de «la base » avec
- Me*te M
— Me* génere %N g) /et
— M admet un ordre 4 maximal avec ces propriétés
e Posons H':={Ne H:[M,N]=0}, L":= Lo CX, tels que

H o= {1,..., My (H'7e™).
e Autres éléments B, ..., B; de la base par récurrence, avec

1Bille < -+ < lBolle



Réduction de réseaux non commutative 18/19

e Si[B;, B;] =0, alors réduire en utilisant LLL.

e Si[B; B;]#0,alors [[[B;, B/l . = OBl ¢ 1B/l ) ~ nouveaux éléments
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