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Comment calculer 𝒢L ?
Question
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• L=∂−1,

𝒉=(ez)

𝒢L,𝒉 = {(a) :a∈𝕂≠}

• L=∂2 +z−1 ∂

𝒉=(log z, 1)

𝒢L,𝒉 = {{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{(((((((((((( 1 a
0 1 )))))))))))) :a∈𝕂}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}
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• L=∂2 +(1+z−1)∂+z−1 (« dérivée » de h′+h=z−1)

𝒉=(1
z + 1

z2 + 2
z3 + 6

z4 +⋯,e−z)

𝒢L,𝒉 = {{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{{(((((((((((( 1 b
0 a )))))))))))) :a∈𝕂≠,b∈𝕂}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}

• L=AB

𝒉=(B−1 𝒉A, 𝒉B)

𝒢L,𝒉 = (((((((((((((((((
𝒢A,𝒉A ∗

0 𝒢B,𝒉B )))))))))))))))))

L se factorise ⟺ 𝒢L admet un sous espace invariant non trivial
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2016. BARKATOU–CLUZEAU–DI VIZIO–WEIL : algèbre de Lie de 𝒢L



Factorisation de l'opérateur L 6/19

1894. BEKE : facteurs d'ordre un



Factorisation de l'opérateur L 6/19

1894. BEKE : facteurs d'ordre un

1996. VAN HOEIJ : algorithme « local-global »



Factorisation de l'opérateur L 6/19

1894. BEKE : facteurs d'ordre un

1996. VAN HOEIJ : algorithme « local-global »

2004. CLUZEAU : algorithme « mod p »



Factorisation de l'opérateur L 6/19

1894. BEKE : facteurs d'ordre un

1996. VAN HOEIJ : algorithme « local-global »

2004. CLUZEAU : algorithme « mod p »

2005. VAN DER HOEVEN : algorithme « numérique » (mais complet)

L = AB ⟺ 𝒢L ≅ (((((((((((((((((
𝒢A ∗
0 𝒢B )))))))))))))))))
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L est Fuchsien si Pi=0, 𝛾i ∈𝕂 et 𝜚=1 (pour toute singularité 𝛼∈𝕂∪{∞})
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Monodromie

h1(z)

h2(z)
h1(z′)

h2(z′)
zz′

𝛼1

𝛼3

𝛼2

(((((((((((( h1(z′)
h2(z′) ))))))))))))= M𝛼1 ((((((((( h1(z)

h2(z) )))))))))

Soient M𝛼1,…,M𝛼s∈GLr(ℂ) les matrices de monodromie autour des singularités
d'un opérateur L Fuchsien. Soit 𝒢 =⟨M𝛼1,…,M𝛼s⟩ le plus petit sous groupe algé-
brique de GLr(ℂ) qui contient M𝛼1,…,M𝛼s. Alors 𝒢L,𝒉 =𝒢 ∩GLr(𝕂).

Théorème (SCHLESINGER)
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ℒ0+

ℒ0−

« Monodromie » de ĥ en 𝜁 =1
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⟶
⟶ ℒ̂ zp
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ĥ1 ⟶
𝒜̂ z1→z2

𝜃1
ĥ2 ⟶ ⋯ ⟶ ĥp−1 ⟶

𝒜̂ zp−1→zp
𝜃p−1

ĥn

Les matrices de monodromie, exponentielles, et de Stokes génèrent le groupe de
Galois différentiel de L en tant que groupe algébrique (défini sur ℂ).

Théorème (MARTINET–RAMIS)

On peut calculer un nombre fini de matrices de monodromie, exponentielles, et de
Stokes, tel que ces matrices génèrent 𝒢L en tant que groupe algébrique.

Les entrées de ces matrices sont des nombres complexes calculables.

Théorème (VAN DER HOEVEN)
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Pour 𝕂 = ℚ̄ et en prenant un point de base non singulier dans 𝕂, on peut
approximer en temps O(n log3 n) les matrices de monodromie de L autour de
chaque singularié avec une erreur d'au plus 2−n.

Théorème (CHUDNOVSKY2, VAN DER HOEVEN)

Pour 𝕂=ℚ̄, on peut approximer en temps O(n log4 n) les matrices de Stokes du
théorème de densité avec une erreur d'au plus 2−n.

Théorème (VAN DER HOEVEN)
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1. Calculer des générateurs M1,…,Mm ∈GLr(ℂcalc) de 𝒢L

2. Fixer une précision p de calcul pour les « tests à zéro »

3. Déterminer un sous espace invariant V non trivial pour M1,…,Mm

4. Si un tel espace V n'existe pas, alors retourner ⊥

5. À partir de V, reconstruire une factorisation L=AB « candidat »

6. Si L=AB, alors retourner (A,B)

7. Doubler la précision et retourner à l'étape 3
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( 𝔸1,1 ⋯ 𝔸1,m

⋮ ⋮
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)))))))
)
) avec 𝔸i, j =𝜋Ei ∘𝔸∘𝜋Ej, 𝔸i,i −𝜆i nilpotente sur Ei

• Pour tout i, prendre v∈Ei ∩ker (𝔸i,i −𝜆i) et tester si Inv𝔸(v)⊊ℂr

• Si Inv𝔸(v)⊊ℂr pour un i, alors retourner Inv𝔸(v) ; sinon, retourner ⊥
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5. À partir de V, reconstruire une factorisation L=AB « candidat »

• V ⟶ base 𝜑1,…,𝜑k ∈ℂcalc[[z]] de ker B en un point non singulier

• Reconstruire B=ppcm(∂−𝜑1′/𝜑1,…,∂−𝜑k′/𝜑k)∈ℂcalc[[z]][∂]

• Reconstruire B∈ℂcalc(z)[∂]

• Reconstruire B∈ℚ̄(z)[∂] utilisant LLL
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Idée : calculer 𝒢 comme variété sous la forme

𝒢 = ℱ eℒ (∀N ∈ℱ, N eℒ =eℒ N)
ℱ : ensemble fini contenant 1
ℒ : algèbre de Lie donnée par une base

Ingredients :

1. Calcul de //M//pour une simple matrice M

2. Tester si M ∈ℱ eℒ pour ℱ et ℒ donnés
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Étape 1. [Initialisation]
Calculer //Mi//=ℱ i eℒ i pour tout i∈{1,…,m}
ℱ ≔ℱ1 ∪⋯∪ℱm

ℒ ≔Lie(ℒ1 +⋯+ℒm)

Étape 2. [Clôture]
Tant qu'il existe un N ∈ℱ ∖{1} avec N ℒN−1 ⊈ℒ

ℒ ≔Lie(ℒ +N ℒN−1)
Tant qu'il existe un N ∈ℱ ∖{1} avec N ∈eℒ, faire ℱ ≔ℱ ∖{N}
Tant qu'il existe un N ∈ℱ 2 avec N ∉ℱ eℒ faire

Calculer //N//=ℱ′eℒ′

Si ℒ′⊈ℒ, alors ℒ ≔Lie(ℒ +ℒ′), quitter la boucle, repéter l'étape 2
Sinon, ℱ ≔ℱ ∪{N}

Retourner ℱ eℒ
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Représentation compacte des éléments dans ℋ=𝒢𝒢𝒢𝒢𝒢𝒢𝒢𝒢𝒢 /eℒ

• Réduire au cas où 𝒢 ⊆Norm(eℒ)o

• Premier élément M =B1 =eX de « la base » avec
− M eℒ ∈ℋ
− M eℒ génère (eℂX ∩𝒢)/eℒ

− M admet un ordre q maximal avec ces propriétés
• Posons ℋ′≔{N ∈ℋ:[M,N]=0}, ℒ′≔ℒ ⊕ℂX, tels que

ℋ = {1,…,Mq−1} �ℋ′/eℒ′�.

• Autres éléments B2,…,Bb de la base par récurrence, avec

‖B1‖ℒ ⩽ ⋯ ⩽ ‖Bb‖ℒ



Réduction de réseaux non commutative 18/19

B1
ℤ

B2
ℤ

• Si [Bi,Bj]=0, alors réduire en utilisant LLL.

• Si [Bi,Bj]≠0, alors ‖[Bi,Bj]‖ℒ =O(‖Bi‖ℒ ‖Bj‖ℒ) ↝ nouveaux éléments



Merci !
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