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Motivation

Motivation

Motivation

Motivation

Syst�emes asymptotiques.

� Syst�emes d'�equations fonctionnelles, qui outre les op�erations

alg�ebriques usuelles font intervenir des relations asymptotiques

d'�equivalence et d'in�egalit�e.

� Mod�elisent le calcul in�nit�esimal et le calcul asymptotique

d'un point de vue formel.

� Probl�eme : r�esolution automatique des syst�emes asymptotiques.

Exemple 1 : inverses fonctionnels.

Le syst�eme

8

>

>

<

>

>

:

xe

x

= y ;

0 < x ;

1 �� x

intervient dans l'�etude asymptotique des nombres de Bell.

Exemple 2.

Le syst�eme

8

>

>

<

>

>

:

t

3

+ xt+ y = 0 ;

x �� 1 ;

y �� 1

intervient dans l'�etude d'un point cuspidal en x = y = 0.
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Exemple 3 : syst�emes exp-logs.

8

>

>

<

>

>

:

(f log f � x) + e

�g

= 0 ;

(g

2

� f)�

log x

g

= 0 ;

x!1:

Exemple 4 : �equations di��erentielles.

� f

000

� xe

x

f

0

+ e

x

2

f = �(x

x

) (x!1).

� W

0

+W

2

= e

2x

(x!1).

� Syst�emes d'�equations di��erentielles ordinaires avec param�etres :

8

>

>

<

>

>

:

f

2

� e

ax

2

+bx

f

0

= g ;

g

3

� ax

5

fg + b logxf = e

x

;

x!1:

Exemple 5 : comportements oscillants.

D�etermination du comportement limite de

 (x) =

2 sinx

2

� sin(x

3

=(x� 1))

3 + sin ex

2

� sin(ex

2

+ 1)

:

Fonction fortement monotone Fonction oscillante Fonction faiblement oscillante
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Historique abr�eg�e

Historique abr�eg�e

Historique abr�eg�e

Historique abr�eg�e

Asymptotique, aspects analytiques.

� Poincar�e, Stieltjes (� 1885) : d�eveloppements asymptotiques.

� Hardy (1910{1911) :

�

Echelles g�en�erales, fonctions exp-logs,

corps de Hardy.

� Bourbaki, Robinson, Singer, Rosenlicht, Khovanskii (1950{

1990) : th�eorie des corps de Hardy.

� Wilkie, van den Dries, Macintyre, et al. (1991{*) : compl�etude

logique de la th�eorie des fonctions exp-logs.

Asymptotique, aspects alg�ebriques.

� Newton (� 1670) : s�eries formelles, polygone de Newton.

� Puiseux, Briot, Bouquet, Fine, Smith (1850{1900) : m�ethode

des polygones de Newton, extensions et ra�nements.

� Levi-Civita, Hahn, Higman (1890{1950) : s�eries formelles

g�en�eralis�ees. Exemple :

z + z

�

+ z

�

2

+ z

�

3

+ � � � (z ! 0):

�

�

Ecalle (� 1990) : transs�eries. Exemple :

e

e

x

+x

�1

e

x

+x

�2

e

x

+���

+

e

e

x

+x

�1

e

x

+���

log x

+ � � � :

4



Th�eorie de la resommation.

� Euler (� 1750) : resommation \intuitive".

� Stieltjes, Borel, Hardy (1885{1930): resommation rigoureuse.

� Ramis,

�

Ecalle, et al. (1978{*) : th�eorie de la resommation.

Asymptotique automatique.

� Della-Dora, Tournier, Dicrescenzo et al. (1982) : �equations

di��erentielles lin�eaires.

� Thomann (1990{*) : resommation num�erique.

� Shackell (1990) : formes imbriqu�ees de fonctions exp-logs.

Exemple :

e

log

2

xe

e

log

3

x(�+o(1))

� Shackell (1991) : d�eveloppements de fonctions exp-logs et de

fonctions Liouvilliennes.

� Gonnet, Gruntz (1992) : d�eveloppements de fonctions exp-

logs.

� Richardson (1992{1996) : constantes exp-logs.

� Shackell (1991{*) : formes imbriqu�ees de solutions d'�equations

di��erentielles.

� Shackell, Salvy (1991{*) : formes imbriqu�ees d'inverses fonc-

tionnelles et de fonctions implicites.

� Salvy, Gruntz (1990{1996) : implantations en MAPLE.
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Plan

Plan

Plan

Plan

1. Fonctions exp-logs

2. Transs�eries

3.

�

Equations di��erentielles alg�ebriques

4. Syst�emes de transs�eries en plusieurs variables

5. Comportements faiblement oscillants
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Fonctions exp-logs

Fonctions exp-logs

Fonctions exp-logs

Fonctions exp-logs

Les probl�emes.

� Trouver la bonne �echelle.

�

�

Eviter les annulations ind�e�nies :

f =

1

1� x

�1

� e

�x

�

1

1� x

�1

(x!1):

Approche.

Garder les repr�esentations exactes des fonctions que l'on mani-

pule en cours du d�eveloppement. B�en�e�cier des tests �a z�ero ef-

fectifs pour ces repr�esentations exactes.

Probl�eme des constantes.

Richardson : test �a z�ero pour les constantes exp-logs, modulo la

conjecture de Schanuel :

Conjecture. (Schanuel) Si �

1

; � � � ; �

n

2 C sont Q-lin�eairement

ind�ependants, alors

tr deg

Q

Q[�

1

; � � � ; �

n

; e

�

1

; � � � ; e

�

n

] > n:

Th�eor�eme. Il existe un algorithme de d�eveloppement pour les

fonctions exp-logs modulo la conjecture de Schanuel.
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Bases normales

Bases normales

Bases normales

Bases normales

Une base normale est un ensemble ordonn�e �ni B = fb

1

; � � � ;b

n

g

d'in�nit�esimaux, v�eri�ant

� b

1

��� � � � ��� b

n

;

� b

1

= log

�1

l

x = log

�1

l fois

� � � logx ;

� log b

i

2 R[[b

1

; � � � ;b

i�1

]], pour tout i > 2.

o�u x!1. Ici

b ��� b

0

, log jbj �� log jb

0

j:

Une base normale g�en�ere une �echelle asymptotique

S

B

= fb

�

1

1

� � �b

�

n

n

j�

1

; � � � ; �

n

2 Rg:

Exemple.

B

1

= flog

�1

x; x

�1

; x

�x

; exp

�

�x

x

1�x

�1

�

g est une base normale.

B

2

= fx

�1

; e

x

2

+e

�x

2

; e

�x

2

g n'est pas une base normale.

Premier algorithme

� Calcule pour toute fonction exp-log f , une base normale par

rapport �a laquelle f se d�eveloppe.

� La base est calcul�ee graduellement.

� Modulo test �a z�ero pour fonctions exp-logs �a l'in�ni.
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Exemples

Exemples

Exemples

Exemples

Exemple 1.

f =

x log x log

2

(xe

x

� x

2

)

log log(x

2

+ 2e

e

3x

3

log x

)

:

Base normale :

B = flog

�1

x; x

�1

; e

�x

; e

� log x x

3

; e

�e

3 log x x

3

g:

Premiers termes du d�eveloppement :

f =

1

3

+

2 logx

3x

+

log

2

x

3x

2

�

2

3

e

�x

+O

�

log x

xe

x

�

:

Exemple 2.

f = log log(x

xe

x

+ 1)� exp exp(log log x+ x

�1

):

Base normale :

B = flog

�1

log x; log

�1

x; x

�1

; e

�x

; e

�xe

x

g:

Premiers termes du d�eveloppement :

f = �

log

2

x

2x

�

logx

2x

�

log

3

x

6x

2

�

log

2

x

2x

2

+O

�

log x

x

2

�

:
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Repr�esentations Cart�esiennes

Repr�esentations Cart�esiennes

Repr�esentations Cart�esiennes

Repr�esentations Cart�esiennes

Motivation

�

Eviter de grosses annulations dans une même �echelle :

f =

1

1� x

�1

� x

�N

�

1

1� x

�1

;

avec N tr�es grand (N = 10

10

10

) ou N param�etre.

Id�ee

Repr�esenter la s�erie comme une s�erie de Laurent en plusieurs

variables. Dans l'exemple pr�ec�edent :

f =

1

1� z

1

� z

2

�

1

1� z

1

;

avec z

1

= x

�1

et z

2

= x

�N

.

Avantages.

� Algorithmes rapides pour d�evelopper les s�eries formelles (Brent,

Kung, et al.).

� Tests �a z�ero sur les s�eries formelles (P�eladan-Germa, Shack-

ell, van der Hoeven et al.).

� En particulier des tests �a z�ero heuristiques.

Th�eor�eme. Il existe un test �a z�ero �a l'in�ni pour les fonctions

exp-logs.
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Fonctions exp-logs param�etr�ees

Fonctions exp-logs param�etr�ees

Fonctions exp-logs param�etr�ees

Fonctions exp-logs param�etr�ees

Exemple

f = e

x

�1

+e

�x

� e

x

�1

(x!1):

S�eparation de trois cas :

� < 0 : f = e

�x

+

e

�x

x

+

e

�

x

2x

2

+ � � �+

e

2�x

2

+

e

2�x

2x

+ � � �+ � � � ;

� = 0 : f = (e � 1) +

e � 1

x

+

e � 1

x

2

+ � � � ;

� > 0 : f = e

e

�x

+x

�1

� 1�

1

x

�

1

2x

2

� � � � :

Th�eor�eme.

(a) Il existe un algorithme de d�eveloppement pour les fonctions

exp-logs param�etr�ees.

(b) L'algorithme divise l'espace de param�etres en un nombre

�ni de r�egions disjointes (�eventuellement vides) ; sur

chacun il rend un d�eveloppement uniforme de la fonction.

(c) Les r�egions sont d�etermin�ees par des contraintes exp-logs

sur les param�etres ; modulo un oracle qui d�etermine la

coh�erence de tels syst�emes, on peut donc s'assurer que les

r�egions ne soient pas vides.

D�emonstration. Repr�esentations Cart�esiennes et s�eparation

automatique des cas (Duval, Della Dora et al.).
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Transs�eries

Transs�eries

Transs�eries

Transs�eries

Motivation

Pour des comportements asymptotiques g�en�eraux, l'�echelle des

fonctions exp-logs ne su�t plus.

Exemple, conjecture de Hardy : inverse fonctionnelle de log x

log logx n'est asymptotique �a aucune fonction exp-log (Shackell,

van der Hoeven, Macintyre, Marker, Van den Dries).

Di��erents types de s�eries.

� s�eries r�eticul�ees (grid-based) :

1

1� x

�1

� x

�e

= 1 + x

�1

+ x

�2

+ x

�e

+ x

�3

+ x

�e�1

+ � � �

Support � �

1

N + � � �+ �

n

N + �, �

1

; � � � ; �

n

> 0.

� s�eries de Levi-Civita :

x

�1

+ x

��

+ x

��

2

+ � � �

Support : f�

n

g

n

, o�u �

1

< �

2

< � � � et lim�

n

!1.

� s�eries bien ordonn�ees :

1+x

�1=2

+x

�3=4

+x

�7=8

+� � �+x

�1

+x

�3=2

+x

7=4

+� � �+x

�2

+� � � :

12



Di��erents types de transs�eries.

� Transs�eries r�eticul�ees :

e

e

x

+e

x

= log x+e

x

= log

2

x+���

+2x

�1

e

e

x

+e

x

= log x+e

x

= log

2

x+���

+ � � � :

� Transs�eries bien ordonn�ees de profondeurs exponentielle et

logarithmique �nies : solution naturelle de :

f(x) = x

�1

+ f(x

2

) + f(e

log

2

x

):

� Transs�eries bien ordonn�ees de profondeurs exponentielle ou

logarithmique trans�nies :

x

�1

+ e

�x

+ e

�e

x

+ e

�e

e

x

+ � � � :

� Transs�eries plus g�en�erales :

Z

1

x log x log logx � � �

:

Propri�et�es de clôture.

type propri�et�es de clôture

Puiseux �equations alg�ebriques

R�eticul�e �equations di��erentielles alg�ebriques

Composition et inversion fonctionnelle

Prof. exp-log �ni �equations fonctionnelles ; composi-

tion �a droite avec des transs�eries

d'exponentialit�e nulle

Prof. exp-log inf. �equations fonctionnelles plus g�en�erales
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�

Equations di��erentielles

�

Equations di��erentielles

�

Equations di��erentielles

�

Equations di��erentielles

Th�eor�eme. Soit T un corps e�ectif et automatique de transs�eries.

Alors il existe un algorithme pour calculer la solution g�en�erique

dans les transs�eries de n'importe quelle �equation di��erentielle

alg�ebrique �a coe�cients dans T. Ici

(a) Les constantes d'int�egration (param�etres) n�ecessaires sont

introduites automatiquement.

(b) Les r�egions sont d�etermin�ees par des contraintes du langage

de premier ordre de (R;+; exp; >).

Surprenant !

Grigoriev et Singer : le probl�eme de d�ecider si une �equation

di��erentielle alg�ebrique sur Q �a une solution dans les s�eries r�eticul�ees

est ind�ecidable.

Techniques

� G�en�eraliser la m�ethode des polygones de Newton.

� Approche de Smith.

� Lin�earisation, �equations de Ricatti.

� Alg�ebre di��erentielle (tests �a z�ero).
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Cas alg�ebrique

Cas alg�ebrique

Cas alg�ebrique

Cas alg�ebrique

�

Equations polynomiales asymptotiques.

P (f) = P

0

+ P

1

f + � � �+ P

d

f

d

= 0 (f �� q):

Ra�nements.

Changement de variable + contrainte.

f = '+

~

f (

~

f �� ~q); o�u ~q �� q:

Ra�nements admissibles  ! une �etape m�ethode des polygones

de Newton.

Exemple : z

2

� 2zf + f

2

� 2f

3

+ (1 + z

3

)f

4

� (z

2

+ z

5

)f

6

= 0,

o�u z �� 1.
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Ra�nement : f = 1+

~

f (

~

f �� 1).

Ra�nement : f = z +

~

f (

~

f �� z).
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�

Equations quasi-lin�eaires.

�

Equation dont le degr�e de Newton est un.

Solutions uniques : th�eor�eme des fonctions implicites.

�

Equation quasi-lin�eaire :

z + z

3

+ f � 7z

2

f

2

+ 5f

3

+ zf

4

� z

3

f

6

(f �� 1).

Approche de Smith adapt�ee.

f

2

�

2

1� z

f +

1

(1� z)

2

= z

10000

:

5000 �etapes n�ecessaires avant s�eparation des racines. Id�ee : r�esoudre

l'�equation d�eriv�ee

2'�

2

1� z

' = 0;

et e�ectuer le ra�nement f = ' +

~

f (

~

f �� 1) ; on obtient alors

~

f

2

= z

10000

.
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Cas di��erentiel

Cas di��erentiel

Cas di��erentiel

Cas di��erentiel

Cadre

On consid�ere des �equations di��erentielles asymptotiques

P (f) = 0 (f �� q);

P polynôme di��erentiel. On d�ecompose

P (f) = P

0

(f) + P

1

(f) + � � �+ P

d

(f)

en composantes homog�enes.
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Les probl�eme majeurs.

� Distinction ra�nements admissibles classiques et non classiques.

Cas non classique !

�

Equations de Ricatti.

�

�

Equations quasi-lin�eaires : pas de solution unique, mais il

existe une solution privilig�ee, dite distingu�ee.

� Calcul e�ectif avec des solutions distingu�ees : tests �a z�ero.

� Borne sur la profondeur logarithmique de solutions distingu�ees :

probl�eme di�cile ! r�egularit�e de Newton.

Exemple.

Int�egrale

R

f d'une transs�erie f .

Solution distingu�ee de g

0

= f : constante d'int�egration 0.

Si P polynome, comment d�ecider si P (f) = 0 ?

Or on sait calculer les racines de P .

Di�cult�e : co��ncidence des constantes d'int�egration.

Solution.

On calcule avec des solutions g�en�eriques et pas avec des solu-

tions particuli�eres. La solution g�en�erique de g

0

= f est g =

R

f + �. Lorsque '

0

= f , pour une racine ' de P , on change de

repr�esentation de la solution g�en�erique :

Z

f + � �! '+ �:

En g�en�eral : r�eduction de Ritt.
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R�egularit�e de Newton

R�egularit�e de Newton

R�egularit�e de Newton

R�egularit�e de Newton

Exemple du probl�eme

f

0

+ e

�x

ff

00

= 1 + e

�e

x

(f �� e

x=2

)

Terme dominant de la solution distingu�ee : x.

Apr�es ra�nement f = x+

~

f (

~

f �� x) :

~

f

0

+ xe

�x

~

f

00

+ e

�2x

~

f

~

f

00

= e

�e

x

(

~

f �� x):

Terme dominant de la solution distingu�ee : x

�1

e

�e

x

�x

.

Encore plus loin : des logarithmes de x.

Raison intuitive (e

�e

x

)

0

�� e

�e

x

.

R�egularit�e de Newton.

Invariant discret non-Archim�edien, qui crô�t lors des ra�nements

et qui crô�t strictement lors de l'apparition d'un nouveau loga-

rithme it�er�e.

20

    degré 1
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Syst�emes de transs�eries

Syst�emes de transs�eries

Syst�emes de transs�eries

Syst�emes de transs�eries

en plusieurs variables

en plusieurs variables

en plusieurs variables

en plusieurs variables

Th�eor�eme. Supposons que

(1) C est un corps exp-log totalement ordonn�e e�ectif.

(2) L est une communaut�e locale e�ective sur C de s�eries de

Laurents.

Il existe un algorithme qui calcule le d�eveloppement asymptotique

g�en�erique de toute fonction L-exp-log en plusieurs variables. Ici

(a) On authorise l'introduction d'un nombre �ni de param�etres

dans C.

(b) Les r�egions sont d�etermin�ees par des contraintes exp-logs.

D�emonstration.

� Ordre d'�elimination sur les variables.

� D�esingularisation par ra�nements.

Cons�equences

� R�esolution asymptotique de syst�emes exp-logs en plusieurs

variables. En particulier : composition et inversion.

� R�esolution th�eorique de syst�emes de transs�eries en plusieurs

variables.
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Comportements faiblement oscillants

Comportements faiblement oscillants

Comportements faiblement oscillants

Comportements faiblement oscillants

Question.

Comment calculer la limite sup�erieure d'une fonction comme

 (x) =

2 sinx

2

� sin(x

3

=(x� 1))

3 + sin ex

2

� sin(ex

2

+ 1)

?

Id�ee.

R�eecrire

 = '(a; â; b;

^

b; c; ĉ) =

2a� aĉ� câ

3 + b� b cos 1�

^

b sin 1

o�u

a = sinx

2

; â = cosx

2

;

b = sin ex

2

;

^

b = cos ex

2

;

c = sin(x

2

=(x� 1)); ĉ = cos(x

2

=(x� 1)):

Alors.

La limite sup�erieure de  est �egale �a la valeur maximale de '

pour

a

2

+ â

2

= b

2

+

^

b

2

= c

2

+ ĉ

2

= 1;

c.�a.d.

lim sup

x!1

 (x) =

6

5 + cos 1�

p

3 sin 1

= l:

Th�eor�eme. Ceci marche en g�en�eral.
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50

x

 (x)

l

0

�l

Th�eor�eme. Il existe un algorithme qui calcule le d�eveloppement

asymptotique de toute fonction sin-exp-log de profondeur trigo-

nom�etrique 6 1, sauf dans des cas \d�eg�en�er�es, de mesure nulle".

Origine cas d�eg�en�er�es.

2� sinx� sin ex >

1

1

�(x+ 2)

:

Th�eor�eme. Il existe un algorithme pour r�esoudre toute �equation

di��erentielles lin�eaire �a coe�cients dans un corps e�ectif auto-

matique de transs�eries.
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