Détendez VOUS '
mais...

Ne soyez pas trop paresseux

SR

[ ur
Jords van zé Hoeven

XX

INRIA Rocquencourt
24 janvier 2000



Plan

St o=

L’approche zélée
L’approche paresseuse
L’approche détendue
Résultats expérimentals
Coefficients particuliers



1. L’approche zélée

Multiplication de séries formelles

p— e e n_l
Entrée : f=Jot-+ fn_lzn_l
g=go+ -+ gn-12

Sortie : h="hg+ -+ h,_12" 1= fg+0O(z").

Algorithmes classiques de multiplication
e Multiplication naive en O(n?).
e Diviser pour régner en O(n'°823).

e Multiplication F.F.T. en O(nlognloglogn).

Autres opérations sur des séries formelles

Algorithme Temps Espace
Multiplication nlognloglogn n
Division M(n) n
Equations différentielles M(n) n
Fonctions holonomes n n
Composition algébrique M (n)logn n
Composition générale M (n)v/nlogn | nlogn
Composition char. fini M(n)logn n
Inversion — compostion T 1

M (n) : temps pour la multiplication



Diviser pour régner

Pour n pair, décomposer :

o= f0+”"|‘fn/2—12n/2_1;
fT — fn/2+"'+fn—1zn/2_1;
gt = got -t Gnjao1 2"

gT = Gnj2+ "+ Ggn-1 221

Appliquer récursivement :

fg = frov+fTghzn
+ [(fY+ N (gt +g") — frgt— fTgM /2

Graphiquement




Méthode de Newton

Logarithme
/
log f=log fo-+ [ £

Exponentiation

Pour n pair, soient

f= fot+fo12"

g = go+-+gnja12"?7!
telles que
log g — f=0(z"/?).
Posons
g=9—(ogg—1f)g
Alors

log g — f=0(z").

— algorithme d’exponentiation en O(M (n)).

Inversion

L’équation fo g— z=0 induit I'itération

- @) — Z
g:g—f ,g
flog




Composition polynomiale
Position du probléme

Entrées :
o f=fot-+ fp12P" (avec p—00) ;
e g=giz+-+ge-127"1 (avec q fixe) ;
e Un ordre n>p (avec n— o).

Sortie : h=hg+ -+ hp_1 2", telle que
h=fog+0(z")

Algorithme par dichotomie (p, g, n € 2%)
fog=ftog+(flog) x g*/*
Algorithme en temps O(%M(n) logn), car

o 1+2+---+ % multiplications de longueur n.

N % multiplications de longueur n /2.
. % multiplications de longueur n /4 ;
e Etc.

e p/2 multiplications de longueur gq.



Composition générale

Probléme

Entrée : f0—|— —|—fn_1 21 et g1 24+ 4+ gn_1 sn—1
Sortie : ho+ -+ +hp_12" " avec h= fog+ O(z")

Algorithme de Brent & Kung

Idée : découper g= g, + g*
Js = glz—l—---+gq—12q_1§

g = gqzit it gao12"

Puis écrire :

fongog*—l-(f’og*)g*—i—%(f”og*) (g*)2_|_...

Calcul des f(™ o g,
Par itération direct ou inverse :

| (i-1) 6 ./

1 : | R
(1-1) — ' = f(@) /

2. Approche paresseuse

Principe

On considére des séries formelles comme des flots de
coefficients. Les coefficients sont calculés un par un
et & chaque étape on n’effectue que les calculs stric-
tement nécessaires.



Implantation

Une série formelle f est un algorithme qui ne prend
rien en entrée et qui rend le premier coefficient fy de
f et la série “reste” (f — fo)/z.

Conséquence importante

On calcule (f g), dés que fo, ..., fn et go, ..., gn sont
connus. En particulier, f,.1 et ¢,+1 peuvent

dépendre de (fg)o, .- (fg)n-

Application

Calcul de I’exponentielle g =e/ d’une série f par
g= / /'y

On ne peut utiliser la multiplication F.F.T. ou
diviser pour régner.

Inconvénient



3. Approche détendue
Idée fondamentale
Anticipation — Accélération

Exemple : multiplication a ’ordre n =3
Algorithme naif

g2 | 2
g1 1 2
go O]1]2

X | fol f1]f2

0 ho= fogo.
1 hi= fog1+ f190.
2 ha= fog2+ fi91+ f2 90.

Algorithme détendu

g2 | 2
g1 1 1
go O]1]2

X | fo|f1][2

0 ho= fogo.
1 hlz(f0+f1)(go+91)—fogo—f191-
2 ho= fog2+ f191+ f2 90.



Diviser pour régner

Observation

La multiplication “diviser pour régner est “essentielle-
ment détendue” ; la formule pour h; ne dépend que

de fo,.--s fk €t go, ---, Gk-

Exemple : multiplication a ’ordre 4

o ho=fogo;

o hi=(fo+ fi1)(go+g1)— fogo— fi191;
o ho=(fo+ f2)(g0+92) — fogo— f292;

o ha=(fo+ fi+ fo+ f3)(g0o+ g1+ g2+ g3) —
(fo+ f1) (9o + g1) — (f2 + f3) (92 + g3) +

fogo+ figr+ fag2+ f3 93 ;

o hu=(fi+f3)(g1+93)— fig1— f39g3;
o hs=(fa+ f3)(92+93) — fags— fa93;

o hg= f3gs.

g3

g2

g1

go

Ol DN W

== Qof e

DO DN W

|| W

fo

S

f3
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Multiplication rapide

— Algorithme détendu en O(M (n)logn).
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Variante

12



12

Multiplication tronquée
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Autres algorithmes détendus

Composition polynomiale et algébrique

Algorithmes “essentiellement détendues”.

Composition générale

On change ¢ dans l'algorithme de Brent & Kung a
chaque puissance de 4.

Algorithme Temps Espace
Multiplication D.P.R. nlos23 nlogn
Multiplication rapide M(n)logn n
Division D(n) n
Equations différentielles D(n) n
Fonctions holonomes n n
Composition algébrique | D(n)logn n
Composition générale | D(n)y/nlogn | n®/2logn
Composition char. fini D(n)logn nlogn
Inversion — compostion T 1

D(n) : temps pour la multiplication détendue
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4. Résultats expérimentaux

Exemple 1 : développement de exp (z e?)

Exemple 2 : énumération d’alcools

La série génératrice s telle que s, est le nombre
d’alcools de la forme C,,Hy,+1OH vérifie

s(2)%+25(2%)
3

s(z)=1+z2

Exemple 3 : équations fonctionnelles

L’équation différentielle aux différences

fla)==(1+ fla+1)+ /@) (1)

admet une solution formelle unique en ™~

fla)=> 4oy = == +0<i7)

2 x4 6

On réécrit (1) pour f(x)=f(1/2)=g(z) :

g(z):z(1+g(1z )—249’(2')2) (2)




Autres applications

Exemple 4 : é.d.p.
Soit f € Q||z, y|] telle que

(o)
dy  \ 0z 0x2 )’
f(x,0) = €”

Probléme : calculer [z y™] f.

Arbres 2-3

Série génératrice f vérifie

f(z2) =2+ f(z*+2°)

16



5. Coefficients particuliers

Arithmétique dense rapide

Benchmarks faussés par mauvaise arithmétique.
F.F.T. généralisée pour “anneaux denses”.

Instabilité numérique

(1.000 - 10° 4 1.000 - 10~ ° 2)?
= 1.000-10°+0.000-10"° 2 +1.000- 1019 22,
puisque 1.000-10° 4+ 1.000- 10> =1.000 - 10°.

Solution : transformation z — p z.

Probléme analogue pour séries bivariées

X

Solution : multiplication tronquée plus fine.

17
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