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Equations différentielles algébriques sur les transséries

Partie |

Transséries

Corps T de transséries réticulées en = > 1:
e Structure sérielle et ordre total <.

e Stable sous exp et log.

e Réel algébriquement clos.

e Stable sous différentiation, intégration.

e Stable sous composition, inversion.
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Origines
Théorie des modéles.
e Dahn & Goring, 1984, 1986
e Wilkie, Van den Dries, Ressayre, etc. 199*
Analyse.
o Ecalle, 1989, 1992
Calcul formel.
e Shackell, Salvy, etc. 1990-*
e vdH, 1994-*
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Exemples
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Séries bien ordonnées

e Corps totalement ordonné de constantes C'.
e Groupe de mondmes i, avec un ordre total »=.

e [Hahn 1907] Ensemble des séries bien ordonnées

Cl[n)] ={f: 9t — C|supp f est bien ordonnée}

forme un corps totalement ordonné.
o f=cpop(1+0y)
* [Sge0r<0y

e Décomposition canonique :
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Séries réticulées
f rétuculée <—=d my,... mpy<1letn:
supp f C {my,...,my}*n.

C'[ONT C C[[M]]: corps de séries réticulées.



Exemple : pour f=x2?+x+1+2 1+ onasupp fC{z1}*22
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Construction de T

Transséries logarithmiques

Commencer avec le groupe de monbémes
£=¢y=2%(log 2)F (loglog )& ---
et le logarithme sur RLLT [ :

log (¢ --log;" x(1+6)) =
logc+aplogz + -+ aglog 1z +1log (14 6).
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Etape d’induction
Soit &,, avec un logarithme sur R &, I .
¢, 1=expRIE, DT,
ou
exp [T=expgle f>g.
Prendre
log (cel" (146))=logc+ fT+1log(1+40).

Limite inductive : T=C[¢ U & U---T.

(42

Exemple. ¢ Eo.
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Transbases

Une transbase est un tuplet B = (by,...,b,,) avec
TB0. 1 <b;<--=<b,, transmondmes.

TB1. by =exp;x, avec [ € Z.

TB2. b;cexpRI[Iby;...;0;,_11 pour i>1.

Expansion récursive de f € C'[[by;...;b,1:

fan — Z fan,an—lb?o”:z_ll;

fan,...,ag — E fan,...
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Théorémes des transbases incomplétes

Théoréme 1. Soit B une transbase et f €T une transsérie. Alors il existe un supertransbase
B DBy avec f e RIBCT.

2

— X

Exemple. log (z +e'—=" ") € R[log z; x; e o]
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Différentiation

Différentiation sur IL

Pour m=x%0..-(log;x)* € £ :

m’:m<%+---+ o
T

x---log;x

« Extension par linéarité forte » a L=R[IL].

Différentiation sur T
Pour m=¢e/" € expRI¢, I

m'=(f1)'m

« Extension par linéarité forte » a RI[&,,.11.

)
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Mouvements supérieur et inférieur

e f1=foexp.
o fi,:fOIOg
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Partie |l

Polynomes différentiels algébriques

P:ZPd
d

Py = Z Py, foo (fO)ir
deg P = max{ig+ -+ +i,|Pi, . i, #0}

IP|l = max{is+ - +7ir|P, ., #0}
Pyu(f) = P(f+1)
Pun(f) = P(fh)
P1r(f1) = PUHT
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Parties dominantes

0p = max {DP'LO,...,'LT P’io,-n,’ir#o}
Dp = 3" Pigipop e ()
i0yeens iy

Théoréme 2. Pour un k <||P||, il existe un Np= N € Rlc]| (¢)N, tel que pour tout | >k :

DpTl:Np.

Exemple.

P = ff'—(f"?

Pt = e " (ff'"=ff=(f")
PIT = e ® ff et 2 (f 7 (F))
Np = —ff'

Np : polyndme de Newton associé a 1.
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Polygone de Newton

Degré de Newton

e m < monéme dom. pot.si Np, _¢C.
e T=cm=uv terme dom. pot. si Np__(c)=0.
e Multiplicité de 7 : mult. de ¢ comme racine de Np_ .

e DegrédeNewton:deg. max. de Np_(m=b).

Types de monémes dom. pot.
Algébrique. Np_ < R|c]\C.
Différentiel. Np,_c R (¢))N.

*

Mixte. Np, € (R[]\R) (¢)N".
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M.d.p.s Algébriques et mixtes

Proposition 3. Supposons P; #+ 0 et P; #+ 0. Alors il existe un égalisateur unique m =¢; ;,
tel que N(p,; p,), .. ne soit pas homogene.

M.d.p.s différentiels

Polynémes de Riccati :

P(f)=Rpi(fT) f

Proposition 4. Le monéme m < v est un monéme dominant potentiel par rapport a

Pi(f)=0

si et seulement si
1
RP,i,mT(fT):O (fT'< )

x log x log log x -

a un degré de Newton strictement positif.
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Raffinements

Changement de variables + contrainte asymptotique

~

f=o+f (f=9) (1)

transforme (x) dans

Pio(f)=0 (f=D) (2)

Théoréme 5. Soit 7 le terme dominant de ¢. Alors le degré de Newton de (2) vaut la
multiplicité de T comme terme dominant potentiel pour (x).

Equations quasi-linéaires

Quasi-linéaire : de degré de Newton 1.

Théoreme 6. Toute équation quasi-linéaire admet une « solution distinguée ».
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Dénouements

Degré de Newton d n'augmente pas pour le raffinement

f=r+f (f=0)
— considérer raffinements comme

f=v+f (f=0)
avec

Sr)=0 (W=

— dénouement : raffinement (1) avec
Ul. Le degré de Newton degré de (2) est d.

U2. Pour tout » < v, le degré de Newton de

Poya(H)=0 (F=3(3))

est <d.



Equations différentielles algébriques sur les transséries

Structure des solutions

Théoreme 7. Si les coefficients de P sont tous purement exponentiels, alors il existe un entier
Ud.r w, tel que la profondeur logarithmique de chaque racine de P est bornée par U .

Exemple
P=f+ff"= ()

Terme dominant potentiel algébrique :

_ 1 9
T=5a"
Terme dominant potentiel différentiel :
[ e)xac
avec A\ > 0.
Exercice

Autres termes du développement...
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Partie Il

Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoréeme 8. Soit P un polynéme différentielle algébrique a coefficients dans T'. Si ¢ <
sont tels que P(p) P(v) <0, alors il existe un [ € (yp, 1)) avec P(f)=0.

Exemple: P= f7"+e¢ f3 " +T(logD'(z) +1)=0.

Stratégie de preuve

Généraliser le théoréme a des © et ¢ du type

p=E§Lor
p=E§Ltor
p=E+om
p=EEXmm
p=E=L7y, 00 y=

1

- zlogxloglogx -
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Comportement autour de zéro et l'infini

Lemme 9. Le signe de P(+f) est constant pour f €T suffisamment grand.

Démonstration. Réécrire P en f, f1, f1T, ..

Lemme 10. Le signe de P(+¢) est constant pour f € T suffisamment petit.
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Comportement autour des constantes

o op(f)=signP(f).
o [f=<gelog|fl<loglgl.
e Np=0Q(c)(c")” et P purement exponentiels.

e 1 multiplicité de ¢ en comme racine de Q).

Lemme 11. Pour tout 0 < ¢ < 1 avec ¢ < ¢e”, les signes de P(c — ¢) et P(c + ¢) sont
indépendants de ¢ et donnés par

(=Dt op(c—23)=(-1)"op(c+3)=0quwmlc).
Lemme 12. Pour P homogéne de degré i:

UP(9) — O-P(g) = ORp (et TO9Rp,i(—7)

pour tout 0 <e <1 avec € K e”.
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Comportement avant et aprés les constantes

Lemme 13. Pour tout 0< f =1 avec f < e, les signes de P(— f) et P( f) sont indépendants
de f et donnés par

(_1)deg @t UP(_m) — O'p(M) — Sign Qdeg Q-
Lemme 14. Pour P homogéne de degré i:

op(m)=0p(f)=0rp (1) =0Rrp (1)

pour tout 0 < f =1 avec f < e”.
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Démonstration finale

e Réduction a des intervalles de la forme (£,£ 4 20) ou (§+ v, £+ o0).

e Triple induction sur |'ordre de P, le degré de Newton de (x) et la longueur maximale d'une
chaine de « raffinements privilégiés ».

e Réduire I'intervalle utilisant les lemmes et en surveillant |'endroit ot s'opére le changement
de signe.
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Et aprés ?

e Transséries complexes
— Au moins d solutions dans les transséries complexes. []
— Opérateurs différentiels linéaires se factorisent. []
— Séparations de cas & régions correspondantes. (...)
— Fonctions analysables. (...)
e Equations différentielles aux différences
— OK pour des postcompositions avec exponentialité 0 (comme z +1, ¢z, z™V).
— Transséries de force supérieure (thése de MICHAEL SCHMELING ).
— Transséries imbriquées.
e Théorie de modéles.

e Algorithmes.

o Etc.
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