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Partie 1

Transseéries

Corps T de transséries réticulées en x > 1:

e Structure sérielle et ordre total <.

e Stable sous exp et log.

e Réel algébriquement clos.

e Stable sous différentiation, intégration.

e Stable sous composition, inversion.
Origines

Théorie des modéles.

e Dahn & Goring, 1984, 1986

e Van den Dries, Ressayre, etc. 199*

Analyse.

e KEcalle, 1989, 1992

Calcul formel.

e Shackell, Salvy, etc. 1990-*
o vdH, 1994-*
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Séries bien ordonnées

e Corps totalement ordonné de constantes C.
e Groupe de mondmes DN, avec un ordre total >=.

e |[Hahn 1907] Ensemble des séries bien ordonnées

CIN]]={f: 99— C|supp f est bien ordonnée}
forme un corps totalement ordonné.

o [f=cpop(1+0y)

* g0y

e Décomposition canonique :

f=r+m+
[ .
Y fam  fi Y fam
m>1 m<1

Séries rétuculées
f rétuculée <—=dmq,...mpg<letnqy,....n:

supp f C {mq, ..., m}* {ng, ..., }.
C' NI C C[[M]]: corps de séries réticulées.



Construction de T

Transséries logarithmiques

Commencer avec le groupe de monomes
£=¢y=2%(logz)¥ (loglog z)% ---
et le logarithme sur RLLT T :

log (cx®0---log" x(146)) =
logc+ aglogx 4+ -+ a;log; 1z +log (1 +9).

Etape d’induction
Soit &,, avec un logarithme sur RI&, 1.
an—l—l — €XP R [[an]] T)
ou
exp fli=expgle f2g.
Prendre
log (cel" (146))=logc+ fT+1og (1+4).
Limite inductive : T=C[L¢UE; U---].

e(1+1 4L 4.
(5 w? )EQEQ.

Exemple. e



Transbases

Une transbase est un tuplet 8 = (by, ..., b,) avec
TBO0. 1<b;<--<b, transmondémes.
TB1. by =exp;x, avec | € 7.
TB2. b;cexpRIby;...;b;,_11 pour z>1.
Expansion récursive de f € C[by;...;0,1:

J = Z foznbgn§

fon

I
3&
3
Q
3
|
=

o<
3 Q
| 3
— |
\.P—‘

f = > fanan b5
Ay, X2 AOpye..,1 ¥1 ¢
a1

Théorémes des transbases incomplétes

Théoréme 1. Soit By une transbase et f € T une
transsérie. Alors il existe un supertransbase B O ‘B

avec f e RIBCT.

— 22

Exemple. log (z +e'~="") € R[log z; x; e ]




Différentiation

Différentiation sur IL

Pour m=x%---(logjx)* e £ :

x x - log;x

« ‘Extension par linéarité forte » a L=R[IL].
Diftférentiation sur T
Pour m=ef" € expRIE,I™:

m'=(f1)'m

« Extension par linéarité forte » a RIE, 1.

Mouvements supérieur et infé-
rieur

o f=foexp.
o fl=folog.



Partie 11

Polynomes différientiels algébriques

P:ZPd
d

Pd — Z Pioa-'wi'r f’l'O (f(r)),l”l“
io++ir=d
degP = INnax {Z()—I— —|—Z.7~|Pi07___77;r7é0}

|P|| = max{i1+ - +ri.|Pi, . i #0}
Pip(f) = P(f+h)
Pun(f) = P(fh)
Pr(f1) = P(/)T



Parties dominantes

7/0; 77/7“#0}
DP - Z 20, - aZTaDP “.(C(T)>ZT

7’07 X

Op = max{bpz

Théoréme 2. Pour un k < ||P||, il existe un Np =
N e Rlc] ()N, tel que pour tout | >k :

DPTZ = Np.

Exemple.

P = ()

Pt = e (ff"=ff—=(f)
PI = —e =2 ff e R (7 ()
Np = —ff'

Np : polynéme de Newton associé a 1.



Polygbne de Newton
P(f)=0 (f=v) (1)

Degré de Newton

e m—<bp mondéme dom. pot. si Np,_¢C.
e T=cm=v terme dom. pot. si Np__(c)=0.

e Multiplicité de 7 : mult. de ¢ comme racine de
Np,, ...

e DegrédeNewton:deg. max. de Np, _(m=wv).
Types de monémes dom. pot.
Algebrique. Np € R[c]\C.
Différentiel. Np,_cR (¢ ).
Mixte. Np, € (R[c]\R) (¢)N".
M.d.p.s Algebriques et mixtes

Proposition 3. Supposons P; + 0 et P; #+ 0. Alors
il existe un €galisateur unique m = e¢; j, tel que
N(p,4+P;))m N€ SOt pas homogéne.

10



M.d.p.s différentiels

Polynémes de Riccati :
Pi(f)=Rpq(fT) [

Proposition 4. Le monéme m < v est un monoéme
dominant potentiel par rapport a

Pi(f)=0

s1 et seulement st

RP,z’,mT(fT):O (fT=< : )

x log x loglog x ---

a un degré de Newton strictement positif.

Raffinements

Changement de variables + contrainte asymptotique

f=e+f (f<D) (2)
transforme (1) dans
Pio(f)=0 (=) 3)

Théoréme 5. Soit 7 le terme dominant de . Alors le
degré de Newton de (3) vaut la multiplicité de T comme
terme dominant potentiel pour (1).
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Equations quasi-lineares

Quasi-linéaire : de degré de Newton 1.

Théoréme 6. Toute équation quasi-linéaire admet
une « solution distinguée ».

Dénouements

Degré de Newton d n’augmente pas pour le raffinement

f=r+f (f=D)
—— considerer raffinements comme

f=v+f (f=D),
avec

oP

a—f(tb):() (¢ <v).

— dénouement : raffinement (2) avec

U1l. Le degré de Newton degree de (3) est d.
U2. Pour tout @ < v, le degré de Newton de

~n

Poya(f)=0  (f=<3(p))

est <d.
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Structure des solutions

Théoréme 7. St les coefficients de P sont tous pure-
ment exponentiels, alors il existe un entier Ug , ., tel
que la profondeur logarithmique de chaque racine de P
est bornée par Ugq r 1.

Exemple
P=f+ 1"~ (I
Terme dominant potentiel algébrique :

_ 1 9
T=5x%

Terme dominant potentiel différentiel :
1 e)xa:

avec A > 0.

Exercise

Autres termes du développement...
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Part 111

Intermediate value theorem

Théoréme 8. Let P be a differential polynomial with
coefficients in T. If o <1 are such that P(p) P(¢) <
0, then there exists an f € (p, ), with P(f)=0.

Example:

P=fT4+e 3 f"+T(logl'(z) +1)=0.

Proof strategy

Generalize the theorem to include ¢ and ) like

o gD:€i9T.
() gngimT.
o p=¢(+om

e w=¢+mom.
1
x log x loglogx -~

o yp=¢+ vy, where 7=

14



Behaviour near zero and infinity

Lemme 9. P(+f) has constant sign for sufficiently
large feT.

Démonstration. Rewrite P in f, fT, f11, ... []

Lemme 10. P(+4e¢) has constant sign for sufficiently
small feT.

Behaviour near constants

e op(f)=signP(f).

e [=ygelog|f]=<loglgl

e Np=0Q(c)(c)” and P purely exponential.
e ;1 multiplicity of ¢ as a root of ().

Lemme 11. For all 0<e <1 with e K e*, the signs of
P(c—¢€) and P(c+¢) are independent of € and given

by
(—D#rop(c—3)=(—1)"op(c+3) =05mw(c).
Lemme 12. For P homogeneous of degree i:
O-P(Q) — O'p(é‘) — O-Rp,z-(sT) —ORp i(—7)

for all 0 <e <1 with € K e”.
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Behaviour before & after constants

Lemme 13. For all 0< f =1 with f K e*, the signs
of P(—f) and P(f) are independent of f and given by

(_1)deg Q—H/O-P(_m) — O-P(m) — Sign Qdeg Q-
Lemme 14. For P homogeneous of degree i:

O‘p(("’)) — UP(f) — O-RP,i(fT> =~ ORp ()

for all 0< f =1 with f<Ke”.

Final proof

e Reduction to intervals of the form (£, £ + > v)
or (§+7,&+20).

e Triple induction over order of P, Newton
degree of (1) and maximal length of chain
of “privileged refinements”.

e Reduce interval using lemmas and by looking
where the sign change occurs.
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What next?

Complex transseries

At least d complex transseries solutions.
Linear differential operators factorize.

Case separations & corresponding
regions.

Analysable functions.

Differential-difference equations

OK for postcompositions with exponen-
tiality 0 (like z + 1, gz, 2V).

Transseries of positive strength (PhD.
Michael Schmeling).

Nested transseries.

Model theory.

Algorithms.

And much and much more...
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