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Perspectives

Transséries

Théoréme de valeurs intermédiaires pour les fonctionnelles
Correspondance avec les nombres surréels

Lien avec la désingularisation des champs de vecteurs
Accéléro-sommation de transséries

Théorie des modeles pour les H-corps et les corps asymptotiques

Analyse complexe effective

Implantations dans MATHEMAGIX

Algorithmique efficace aux différents niveaux de la hiérarchie numérique
COLUMBUS : outil d'exploration graphique de fonctions analytiques
Fonctions analytiques calculables en plusieurs variables

Etc.



Ui Transséries

Exemples

1 2 3
fl — —‘|‘—2+—3‘|‘"'

S e B
fo = x+logx+loglogx+ -

$+10xx+1 m2 + ex—i_logx log2m . ex—i_logw 10g2x+“.
fa = e T e 4 + 2

x x

Motivations et histoire

e Calcul asymptotique universel pour des fonctions réelles



e L-fonctions de Hardy et corps de Hardy
e Non-oscillation — ordres de croissance
Définition

(Dahn-Goring, Ecalle, vdH)

Soit x > 1 une variable « infiniment grande »

Une transsérie f €T est une série formelle généralisée
f — E fm m,

avec fm €R et ol les transmonomes m € ¥ sont de la forme

l
log; x =log 5 log x ou

expg,g€ T

m
m

avec T. ={fe&T:supp f > 1}

Opérations



(Ecalle, vdH, van den Dries/Macintyre/Marker)

T est un corps
T est totalement ordonné par <

T est un corps asymptotique (valué) pour <

T est stable pour 0 et |, qui sont compatibles avec < et <

T est stable par o et o~ !, qui sont compatibles avec
T est réel clos

T est différentiellement réel clos

<

~

< et 0
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Exemples

e Transséries réticulées

Mmx

Mmx

Mmx

Mmx

Mmx
Mmx
Mmx
Mmx

Mmx

> #use”numerix”’; #use” algebramix”; #use” symbolix”;

>
>

>

>
>
>
>
>

#use” analyziz” ; #use” multimix”;
x := infinity ('x);

1
x — 1

1
l1—z-!—exp(—x)

integrate(exp(—z?2), )
lengthen (product(z, x), 2)
integrate(x”, x)

product(log z, x)

e Transséries a échelle finie

Mmx > ((x)

Mmx > C(az2—|—%) ¢(x)

Mmx > fixed point(f+— z+ fo+/x)

Mmx

>



e Transséries bien fondées

Mmx > ﬁxed_point(f — % + fox?+ fo exp(log(ac)Q))
Mmx > fixed point(f—z+ folog(x))

Mmx > ﬁxed_point(f — % + fo exp(m))

Mmx > ﬁxed_point(f > % + fo(exp(x)+ x))

Mmx >

e Transséries imbriquées

m—‘r—e".
f:e\/g+f(loga:):e\/§+e\/m+e\/m+e g log log

e Transséries de forces supérieures

expy(x+1) = eXPw(2)
expe2(r+1) = expy(expy2(x))



Equations algébriques asymptotiques

Algebre Algebre asymptotique
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Polygones de Newton différentiels

P(f)y=p(f, [/, fN =0, f=v

Pentes ne se lisent pas directement a partir du « polygone de Newton »

P=F+ -+ F

Py=(F)2—FF" 4.



Ui Ascensions

P7 unique polynéme différentiel avec

(P1)(foe®)=P(f)oe”

Par exemple :

F/
Ft = —
T =
jnlly nli
F”T - 6236
gy = FU=3F42F

egx
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Ascensions

P7 unique polynéme différentiel avec

Par exemple :

(P1)(foe®)=P(f)oe”

P = (F/)Q_FF//

(F/)Z_FF//+FF/
6233

FF' (F)?—FF"+FF’

Pt =

P1T = o o2e° 02T p26”

Np = FF’
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Ascensions

P7 unique polynéme différentiel avec

Par exemple :

Conséquence :

(P1)(foe®)=P(f)oe”

P = (F)2-FF"
(F/)Z_FF//+FF/

PT - 6233
 FF'  (F)2_FF"4FF
PTT o eT p2e” 2 g2e”
Np = FF'

o

1 <logl<logx — P({)~ "



L Polyndmes de Newton différentiels K@l
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Résultats

Théoréme. [/ existe un algorithme théorique pour trouver toutes les solutions a une équation
différentielle asymptotique algébrique.

Théoréme. Toute solution transsérielle d’une équation différentielle algébrique a coeffi-
cients réticulés est 4 nouveau réticulée.

1 1 e
5 — -+ --- sont différentiellement transcendants sur
elog a5 elog as

Corollaire. ((z) et f(x) :%4_
R.

Théoréme. Soient Pc T{F} et f <ge&T avec P(f) P(g)<0. Alors il existe un h € T

avec f <h<get P(h)=0.

Corollaire. Tout P € T{F'} de degré impair admet une racine dans T.

Corollaire. Tout L € T[0] monique se factorise en facteurs de la forme

O—a ou 0?>—(2a+b")d+ (a®2+b*—a’+abl).
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Résultats

Théoreme. [/ existe un algorithme théorique pour trouver toutes les solutions a une équation
différentielle asymptotique algébrique.

Théoreme. Toute solution transsérielle d'une équation différentielle algébrique a coeffi-
cients réticulés est a nouveau réticulée.

1 1 e
— ——+ - sont différentiellement transcendants sur
elog® = elog™

Corollaire. ((z) et f(x) :%4_
R.

Théoréme. Soient Pc T{F} et f <geT avec P(f) P(g)<0. Alors il existe un h € T
avec f <h<g et P(h)=0.

Corollaire. Tout P € T{F'} de degré impair admet une racine dans T.

Corollaire. Tout L € T[0] monique se factorise en facteurs de la forme

O—a ou 0?>—(2a+b")d+ (a®2+b*—a’+abl).




Généralisations

Construction. 3 corps T* de transséries complexes réticulées.

La construction fait intervenir une infinité de choix comme

z <=1
el <> 1
1z —<>- 1

eze

La construction en tant que « corps fort » est unique.
Construction. Tout corps de transséries admet une cléture imbriquée.

Construction. 3 des corps de transséries de forces supérieures.

Conjecture. Pour un corps de transséries suffisamment grand, le théoréme des valeurs inter-
médiaires est vraie pour des fonctionnelles faisant intervenir la dérivation et la composition.

Conjecture. [l existe une correspondance entre la classe des nombres surréels et la classe
des corps de transséries de forces ordinales.




L Généralisations &»

Théoréme. Tout équation différentielle asymptotique P(f) =0, f <v sur T admet au

moins deg_, P solutions dans T,

Corollaire. Tout P € T{F'} \ T admet une racine dans T,

Corollaire. Tout L € T|[0] se factorise en facteurs d'ordre 1.

Remarque. T n'est pas différentiellement clos.

Construction. Tout corps de transséries admet une cléture imbriquée.

Construction. 3 des corps de transséries de forces supérieures.

Conjecture. Pour un corps de transséries suffisamment grand, le théoréme des valeurs inter-
médiaires est vraie pour des fonctionnelles faisant intervenir la dérivation et la composition.

Conjecture. [l existe une correspondance entre la classe des nombres surréels et la classe
des corps de transséries de forces ordinales.
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Transséries et théorie des modéles
Définition. Corps de Hardy transsériel : corps de Hardy & souscorps de T.

Théoréme. Soit 7 un corps de Hardy transsériel et T9%& sa cléture différentiellement
algébrique dans T. Alors T8 peut étre muni d’une structure de corps de Hardy transsériel
étendant T.

Théoréme. 7T : corps de Hardy transsériel. H O T : extension différentiellement algébrique
de corps de Hardy. H Liouville clos et différentiellement Hensélien. Alors H se modélise
comme corps de Hardy transsériel.

Définition. H-corps : corps différentiel avec < appropriée.

Définition. Corps asymptotique : corps différentiel avec < appropriée.

1

+ ... alors K admet deux
x log x

Proposition. Si un H-corps K admet une lacune v~ % -
clétures Liouvilliennes avec exp [~ < >1.

Théoréeme. (ADH) 3 corps Liouville clos de transséries K, avec v ¢ K, mais o ~ % -
1 +...c K. OFQ%27/+’72'

a2 ey 4y
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1
x log x

Proposition. Si un H-corps K admet une lacune v~ % + + .-+, alors K admet deux

clétures Liouvilliennes avec exp [~ < >~1.

Théoréeme. (ADH) 3 corps Liouville clos de transséries K, avec v ¢ K, mais o ~ % +
4. €K. Oro~2~'++2

72 leyeay




U Analyse complexe effective @ ‘

e Objectif
Automatiser autant de |'analyse complexe que possible
e Role central de I'analyse complexe

e La plupart des problémes explicites de I'analyse et du calcul formel admettent des
solutions analytiques ou semi-analytiques.

e Abordable en temps raisonnable, car arithmétique efficace :

séries formelles ~~ nombres flottants en précision multiple.

e Représentable en espace raisonnable :

prolongement analytique ~~ germe en un point suffit.

e Analyse automatique des singularités :

maitrise des singularités ~» contrdle numérique.

e Exemple fondamental

e Entrée



f'=®(f) : systéme d'équations différentielles algébriques sur Q[i]
f(0)=ce Qi]™ : conditions initiales non singuliéres dans Q[i]"

z € Qli] : point ot f(z) € C™ converge

ec )~ : tolérance

e Sortie

f(2) € QL)* avec || f(2) - f(2) <e



&P Bases théoriques P ‘

e Nombres calculables

¢ € Reom

|z —x|<e

(Turing) 1l n'existe pas d'algorithme pour tester si z € R°°™ est nul.

e Pieges

(Grzegorczyk) Toute fonction calculable R™ — IR°™ est continue.

(Denef-Lipschitz) Pour f et z comme dans |'exemple fondamental, il n'y a pas d'algo-
rithme pour tester si f(z)= fo+ f1 2+ -+ converge.



e Fonctions analytiques calculables

Définition 1. Germe analytique avec méthodes pour calculer
1. La série fo+ f1z+ - € C™|[z]]™.
2. Borne py < py pour le rayon de convergence de f.
3. Borne [[ f1, 2| f|lr=sup|z|<,|f(2)| pour tout r e RY&>, r < p;.
4

. Prolongement analytique f. . pour tout z € C°™,

Définition 2. Surface de Riemann R s calculable (d’en bas) et un algorithme d'incar-
nation ¢ € R+ Ay ¢ dans chaque point.

Théoreme. Pour f comme dans 'exemple fondamental, f est calculable sur sa surface
de Riemann.

e Tests de nullité



Théoréme. (Denef-Lipschitz, Shackell, Péladan-Germa, vdH, ...) Soit f €

Qli][[z]]™ comme dans I'exemple fondamental. Alors pour tout P € Q[i][F1, ..., F}),
on peut tester si P(f1,..., fn)=0.

Théoreme. Généralisations aux é.d.p.s. et au cas singulier.



@ Hiérarchie numérique

Probleme d’analyse

algorithme formel

Solution analytique

Probléme robuste

algorithme certifié

Solution

garantie

Probléeme numérique

hlgorithme numeérique

Solution numérique

Probleme arithmétiqu

algorithme algébriqug

Solution exacte




& Développements rapides en séries

e Multiplication de polynomes
C : anneau effectif
M(n): colt pour multiplier deux polynémes de degrés <n dans C|z]
M(n) =O(nlognloglogn) : multiplication FFT
e Multiplication de séries tronquées
Entrée : ag+ - +a,_12" tetbg+--+b, 12" 1
Sortie : (ab)g+ -+ (ab),_12" "1
e Multiplication détendue
Entrée : flux ag, a1, ... et by, by, ...
Sortie : flux (ab)g, (ab)y, ...

Contrainte : imprimer (ab); dés que ag, ..., a; et by, ..., b; soient connus

b:ea:/ (a'D).



Nombres de Bell

=, B,
D=3 ore

ot b=l = [ (1)

agby

a1bs

agby

azby

a4b0

ap

ai

az

as

ay4

as

ae




Nombres de Bell

=, B,
D=3 ore

Y
S
—
3
S
3
Sy
3

Ol = ND|[W| &~ O3

=
N

ot b=l = [ (1)

o]
)
o~

120 720




Nombres de Bell

=, B,
D=3 ore

n (0")nbn By
6
O
4
3
2
1 11
O11 (111

=
N

ot b=l = [ (1)

o]
)
o~

120 720




Nombres de Bell

=, B,
D=3 ore

Y
S
—
3
S
3
Sy
3

Ol = ND|[W| &~ O3

ot b=l = [ (1)

bn
1|1
111
1 | 1 | 11 11] 1
s - - =




Nombres de Bell

=, B,
D=3 ore

Y
S
—
3
S
3
Sy
3

Ol = ND|[W| &~ O3

N N] ot
— | = |~ |oo
== N O

bn
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1|1
1
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1 1 1 1 1 1
2 | 6 |24]120]|720




Nombres de Bell
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Nombres de Bell
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Nombres de Bell

(0')n

=, B,
9=3 e

o
Sy

n

n

203

3
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ob=ef= [ (1)

203
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w
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52

Ol = ND|[W| &~ O3

—
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== DN Ot

bn
13 | 13
30 | 30
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S| 8| 8
51515 |5
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Multiplication détendue rapide

/N
o
—
S
o
S
S
o
3

Ol W|l x|l O] S

120

|
N
o~

720




Multiplication détendue rapide

n (0)nbn Bn b
6

5

4

3

2

1 1)1

0[1]1]1 1)1

ALl 5=




Multiplication détendue rapide

n (0)nbn Bn b
6
5
4
3
2 12
12|11 1|1
0[1]1]1 111
1| 1 [ e




Multiplication détendue rapide

n (b"), by, By b,
6
5
4
B
3 2|5 1
5 -
22012 1122
112111 1|1, 2
ol1]1]1 111%
11 1] 1111 1
11| 5 s




Multiplication détendue rapide
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Multiplication détendue rapide
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Multiplication détendue rapide

(0')n

o
Sy

n

n

203
720
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Multiplication détendue rapide

bn
bg M
b6 (1) M(2)
M(1
5 (M(1) M ( 4>
b4 IM(1)
M(2)
b3 M(1)
b M(1)
M(2) | M(2) | M(2)
b1 M(1)
bo MOMOMQL)MDLML)MLM()
ap|ai|az|as|aq|as|as




Multiplication détendue rapide

bn,
be M
b6 1) M(2)
M(1
5 M(1) M(4)
by M(1)
M(2)
b3 M(1)
b M(1)
M(2) | M(2) | M(2)
b1 M(1)
bo MOMDOMDOMDMDMDM(1)
Ao lai|az|las|aq | as| g | n

R(n) <2 (2 M(g) +4M(%> —|—---—|—n|\/|(1)> <2 M(n)logs .



@ Nombres de Bell (suite)

e Calcul exact
Mmx > use”numerix”; use” algebramix”; use” analyziz”;

Mmx > B1: Series(Rational) = exp(exp(series(0,1)) — 1)

Mmx > 250!
B1[250]

Mmx >
1+ Précision double
Mmx >> bit precision := 64; time mode();
Mmx > B2: Series(Floating) = exp(exp(series(0.0,1.0)) — 1.0);
Mmx > B2[10000]
Mmx >
1+ Précision sextuple
Mmx >> bit precision := 192;
Mmx > B3: Series(Floating) =— exp(exp(series(0.0,1.0)) — 1.0);
Mmx > B3[10000]
Mmx >



Ui Instabilité numérique & calcul multi-précision @‘




s Fonctions holonomes

Définition(s) de fonction holonome sur IK = QJi] ou K =Q

Lo f™ 44 Lo f=0 L; € K[Z]
As fogs+ -+ Mo frn=0 A; € K|n]
f'=Lf L; ; € K(z)
far1=A fr A; i€ K(n)

Exemples

Fonctions élémentaires exp, log, sin, cos

Fonctions spéciales erf, Si, Ci, Ai, polylogarithmes, hypergéométriques, etc.
60% des fonctions spéciales dans Abramowitz & Stegun

Stabilité pour +, x, ®, 0, [, A, X, Borel, Laplace, etc.

Constantes holonomes sur IK



c=lim,_,; f(2), avec py =1, fo,..., fr—1 €K, L-(0)#0.
o Khol:pp>1
o IK™°l: f au pire régulier singulier en z =1

o IKsPol: cas général



< Evaluation rapide de fonctions holonomes

e Diviser pour régner

(Brent, Chudnovsky?, Karatsuba, vdH, ...)

A7 A As Ay A3 Ay A A
e Analyse en complexité
Ag..7 M(nlogn)
/ \

Ao..3 Ay 7

/N /N
Ao.1 Aa.3 As5 Ag.7 (n/2) M(2logn)
/N /N /N /N

AO A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 nl\/l(logn)



< Evaluation rapide de fonctions holonomes

e Diviser pour régner

(Brent, Chudnovsky?, Karatsuba, vdH, ...)

(3208000

e Analyse en complexité

Wl
~__
N\
o =
= =

)(s

N ==
SRS
NS

Ao..7 M(nlogn)
N
/N VRN
Ao.1 Aa.3 As5 A7 (n/2) M(2logn)
/N /N /NN

A() Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 nl\/l(logn)



< Evaluation rapide de fonctions holonomes

e Diviser pour régner

(Brent, Chudnovsky?, Karatsuba, vdH, ...)

A7 A As Ay A3 Ay A A
e Analyse en complexité
Ag..7 M(nlogn)
/ \

Ao..3 Ay 7

/N /N
Ao.1 Aa.3 As5 Ag.7 (n/2) M(2logn)
/N /N /N /N

AO A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 nl\/l(logn)



< Evaluation rapide de fonctions holonomes

e Diviser pour régner

(Brent, Chudnovsky?, Karatsuba, vdH, ...)

(A7 Ag) (As Ag) (A3 Az) (A1 Ao)

e Analyse en complexité

Ao..7 M(nlogn)
N
/N VRN
Aop.1 Aa.3 As5 A7 (n/2) M(2logn)
/N /N /NN

A() A1 A.2 A3 A4 A5 A6 A7 nl\/l(logn)



< Evaluation rapide de fonctions holonomes

e Diviser pour régner

(Brent, Chudnovsky?, Karatsuba, vdH, ...)

A6...7 A4...5 A2...3 AO...l

e Analyse en complexité

Ao..7 M(nlogn)
N
RN RN
Ao.1 Aa.3 As5 Ag.7 (n/2) M(2logn)
/NN SN N

AO A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 nl\/l(logn)



< Evaluation rapide de fonctions holonomes

e Diviser pour régner

(Brent, Chudnovsky?, Karatsuba, vdH, ...)

(A6..7A4.5) (A2 3A0.1)

e Analyse en complexité

Ao..7 M(nlogn)
N
/N VRN
Aop.1 Aa.3 As5 A7 (n/2) M(2logn)
/N /N /NN

A() A1 A.2 A3 A4 A5 A6 A7 nl\/l(logn)



< Evaluation rapide de fonctions holonomes

e Diviser pour régner

(Brent, Chudnovsky?, Karatsuba, vdH, ...)

Ay .7A0. 3
e Analyse en complexité
Ao..7 M(nlogn)
/ \

Ao..3 Ay 7

/N /N
Ao.1 Aa.3 As5 Ag.7 (n/2) M(2logn)
/N /N /N /N

AO A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 nl\/l(logn)



< Evaluation rapide de fonctions holonomes

e Diviser pour régner

(Brent, Chudnovsky?, Karatsuba, vdH, ...)

(A4..7Ao...3)
e Analyse en complexité
Ao..7 M(nlogn)
/ \

Ap..3 Ay 7

RN RN
Ao.1 Ax.3 Ass5 Ag.7 (n/2)M(2logn)
/NN SN N

AO A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 nl\/l(logn)



< Evaluation rapide de fonctions holonomes

e Diviser pour régner

(Brent, Chudnovsky?, Karatsuba, vdH, ...)

Ag..7
e Analyse en complexité
Ao..7 M(nlogn)
/ \
Ao..3 Ay 7
/N /N
Ao.1 Aa.3 As5 Ag.7 (n/2) M(2logn)
/N /N /N /N

AO A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 nl\/l(logn)



< Evaluation rapide de fonctions holonomes

e Diviser pour régner

(Brent, Chudnovsky?, Karatsuba, vdH, ...)

e Analyse en complexité

Ao..7
Séries de type Lij,zeQ8 | L, ;eQ?le, zeCoom
Solo e | O(M(n)logn) O(M(n)log?n)
S o faz™ | O(M(n)log®n) | O(M(n)log® nloglog n)
>0 o fa ()" 2™ | O(M(n)log®n) O(M(n)log®n)




&P Factorisation dans IK(z)[3]

Théoréeme de densité
(Schlesinger, Ecalle, Ramis, Martinet, vdH)

Soit L € K(z)[0] et 29 non singulier
Soit Galz, ., C GL,.(C) le groupe de Galois différentiel en 2

On peut calculer M C GL,.(IK®2) fini, avec Galy, ., = (M)

Lien avec la factorisation
a) Si L= K, Ky, alors Galy, ., laisse ker K invariant.

b) Si V C C" est invariant pour Galy, ., alors L =K; K5 avec V =ker K.

Algorithme
1) Précision de calcul p:=64

2) Calculer un espace invariant V' non trivial sous |'action de M

a) Un tel V' n'existe surement pas = retourner failed

b) Espace invariant V' candidat — factorisation candidat L = K7 K>
3) Si L+ K, K>, faire p:=2p et retourner a |'étape 2
4) Retourner (K1, K>)



