
Chapter 1

Etude alg�ebrique

1.1 Introdution

Le alul di��erentiel est un des sujets les plus lassiques en math�ematique et les

math�ematiiens se sont interess�es �a de nombreux aspets omme l'�etude alg�ebrique,

l'�etude analytique, l'�etude des solutions, le omportement des oeÆients d'une

solution analytique, et... L'�etude alg�ebrique des �equations di��erentielles donne lieu

�a la d�e�nition d'un anneau di��erentiel: Un op�erateur di��erentiel sur un anneau

A est une appliation lin�eaire d : A ! A, v�eri�ant d(xy) = (dx)y + xdy, pour

tout x; y 2 A. Alors un anneau di��erentiel est un anneau muni d'un ensemble �ni

d'op�erateurs di��erentiels, qui ommutent deux �a deux.

Dans e premier hapitre nous nous proposons de g�en�eraliser l'�etude alg�ebrique

des anneaux di��erentiels. Pour ei on introduit des op�erateurs similaires aux op�era-

teurs di��erentiels: Un op�erateur �a di��erenes est une appliation lin�eaire Æ : A 2 A,

v�eri�ant Æ(xy) = ÆxÆy, pour tout x; y 2 A. De plus on demande que Æx = 0 )

x = 0. Dit enore di��eremment, Æ est un monomorphisme de l'anneau dans lui-

même. L'exemple standard d'un tel op�erateur est l'op�erateur Æ

g

dans un anneau de

fontions, d�e�ni par Æ

g

: f 7! f Æ g. En partiulier, en algorithmique on renontre

souvent l'op�erateur � Æ z

2

sur des s�eries g�en�eratries lorsqu'on �etudie des algorithmes

de dihotomie. Un anneau aux di��erenes est d�e�ni de fa�on semblable aux anneaux

di��erentiels.

Dans tout e hapitre nous nous servirons librement des notions et r�esultats

lassiques d'alg�ebre et d'alg�ebre universel et le leteur int�eress�e pourra se rapporter

�a une des oeuvres suivantes: [Lang 84℄, [Cohn 65a℄.

1.2 D�e�nitions et exemples

Dans e paragraphe nous d�e�nissons les di��erentes nouvelles strutures alg�ebriques

utilis�ees dans la suite. Rappelons d'abord:
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D�e�nition 1. Soit A un anneau. Un op�erateur di��erentiel (resp. �a di��erenes)

sur A est une appliation (resp. injetion) lin�eaire d (resp. Æ) : A ! A, telle que

pour tout x; y 2 A on ait d(xy) = (dx)y + xdy (resp. Æ(xy) = ÆxÆy).

Remarque. Un op�erateur �a di��erenes est �egalement appel�e op�erateur de transfor-

mation. Lorsqu'on laisse tomber la ondition d'injetivit�e on parle d'un op�erateur �a

di��erenes d�eg�en�er�e. Un op�erateur �a di��erenes bijetif est dit inversible.

Les op�erateurs di��erentiels forment une A-alg�ebre, si l'on prend le rohet de

ommutation ([d; d

0

℄ = dd

0

�d

0

d) omme multipliation. Les op�erateurs �a di��erenes

forment uniquement un mono��de multipliatif ave la omposition omme multiplia-

tion. On dira que deux op�erateurs di��erentiels sont ompatibles s'il ommutent. On

dira qu'un op�erateur �a di��erenes Æ est ompatible ave un ensemble D d'op�erateurs

di��erentiels si pour tout d 2 D on peut �erire dÆ =

P

d

0

2D

�

d;d

0

;Æ

Æd

0

, pour ertains

�

d;d

0

;Æ

2 A. Une onstante pour un op�erateur di��erentiel d resp. un op�erateur �a

di��erenes Æ est un x 2 A tel que dx = 0 resp. Æx = x. Une onstante pour un

op�erateur �a di��erenes s'appelle �egalement �el�ement invariant. Plus g�en�eralement un

�el�ement p�eriodique vis �a vis d'un op�erateur �a di��erenes Æ est un �el�ement x, tel qu'il

existe un n � 1, ave Æ

n

x = x.

Exemple 1. Les d�eriv�ees partielles sont des op�erateurs di��erentiels ompatibles sur

l'anneau des polynômes en n variables. Pour des polynômes P

1

; � � � ; P

n

, l'op�erateur

Æ

P

1

;��� ;P

n

: Q(X

1

; � � � ; X

n

) 7! Q(P

1

(X

1

; � � � ; X

n

); � � � ; P

n

(X

1

; � � � ; X

n

)) est un op�era-

teur �a di��erenes ompatibles ave les d�eriv�ees partielles. Sur Q [X

1

; � � � ; X

n

℄ tout

op�erateur �a di��erenes ompatible ave les d�eriv�ees partielles est d'ailleurs de ette

forme.

Exemple 2. Chaque op�erateur Æ

f

, tel que Xjf(X) est un op�erateur �a di��erenes

sur A[[X℄℄.

Exemple 3. Soit M une vari�et�e di��erentiable. Un tenseur T de type (1,1) induit

un op�erateur �a di��erenes sur TM par X 2 TM 7! TX, ave (TX)

m

= T

m

X

m

.

D�e�nition 2. Un anneau di��erentiel �a di��erenes (que nous appellerons par

la suite anneau di�di�) est un anneau A, muni d'un ensemble �ni D d'op�erateurs

di��erentiels et d'un ensemble � d'op�erateurs �a di��erenes, qui sont tous ompatibles.

Ii la ompatibilit�e veut bien sûr dire: les �el�ements de D sont deux �a deux

ompatibles et haque �el�ement de � est ompatible ave D. Lorsque � = ;, on dit

que A est un anneau di��erentiel et lorsque D = ;, on dit que A est un anneau �a

di��erenes. Si D ontient exatement un �el�ement, alors l'anneau est dit ordinaire.

Dans le as o�u D ontient plus d'un �el�ement on dit que l'anneau est partiel.
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On note par A



D

0

;�

0

le sous anneau des �el�ements de A, onstants pour haque

op�erateur dans D

0

� D ou �

0

� �. L'anneau A



= A



D;�

est le sous anneau des

onstantes de A. Remarquons que A



et A



D

0

;;

sont stables pour tout op�erateur dans

D ou � �a ause de la ompatibilit�e.

Fixons un anneau �a di��erenes A. Soit (D [ �)

�

le mono��de de omposition

engendr�e parD[�. On appelle un op�erateur di�di� sur A toute ombinaison lin�eaire

d'�el�ements de (D [ �)

�

�a oeÆients dans A. Remarquons qu'un tel op�erateur

s'�erit anoniquement omme ombinaison lin�eaire d'op�erateurs di���s de la forme

Æd

k

1

1

� � �d

k

n

n

, ave Æ 2 �

�

et D = d

1

; � � � ; d

n

. On note � l'ensemble de tels op�erateurs

di�di�s.

Pour des ensembles D et � �xes, on peut former la at�egorie Anndd

D;�

des

anneaux �a di�di�s ave D resp. � omme ensembles d'op�erateurs di��erentiels resp.

�a di��erenes. Notons l'abus de notation: pour des anneaux A et B, un �el�ement

d 2 D ne d�esigne pas n�eessairement le même op�erateur. Cet abus ne devrait pas

nous �etonner: Le + sur A n'est pas n�eessairement le même que sur B. Dans

des as de doute on mettra l'anneau sous jaent en indie. Comme les axiomes

des objets de la at�egorie Anndd

D;�

sont tous des �equations onditionnelles, ette

at�egorie est une vari�et�e au sens de l'alg�ebre universelle et don stable par somme

direte, produit diret, limites projetives, et... (voir [Cohn 65a℄). Remarquons

qu'un morphisme doit �egalement pr�eserver les �

d;d

0

;Æ

. Dans la setion suivante on

montre quelques r�esultats �el�ementaires sur les anneaux di�di�s en nous inspirant de

l'alg�ebre universelle.

On a �egalement les notions de module di�di� et alg�ebre di�di�, soit module et

alg�ebre di�di� �a gauhe dans le as o�u A est non ommutatif. Un module di�di�

M est un module sur un anneau di�di� A muni des mêmes op�erateurs que A (.�a.d.

pour tout d 2 D et Æ 2 � on a le même op�erateur sur M). De plus on demande

que haque op�erateur soit lin�eaire et v�eri�e d(ax) = (da)x + adx, pour tout a 2 A

et x 2 M . Lorsque M est même une alg�ebre, on dit que 'est une alg�ebre di�di�, si

M est un anneau �a di�di� pour ses lois internes.

D�e�nition 3. Un anneau de omposition est un anneau A muni d'une op�eration

(n+ 1)-aire Æ, tel que pour tout f; g; h

1

; � � � ; h

n

2 A, on ait (f + g) Æ (h

1

; � � � ; h

n

) =

f Æ (h

1

; � � � ; h

n

) + g Æ (h

1

; � � � ; h

n

) et (fg) Æ (h

1

; � � � ; h

n

) = f Æ (h

1

; � � � ; h

n

)g Æ

(h

1

; � � � ; h

n

). De plus on demande que pour tout f; g

1

; � � � ; g

n

; h

1

; � � � ; h

n

2 A, on

ait f Æ (g

1

; � � � ; g

n

) Æ (h

1

; � � � ; h

n

) = f Æ (g

1

Æ (h

1

; � � � ; h

n

); � � � ; g

n

Æ (h

1

; � � � ; h

n

)).

On appelle n la dimension de l'anneau de omposition. Lorsqu'on a de plus un en-

semble D = fd

1

; � � � ; d

n

g de n op�erateurs di��erentiels ompatibles sur A, v�eri�ant

d

i

(f Æ (g

1

; � � � ; g

n

)) = d

i

g

1

((d

1

f) Æ (g

1

; � � � ; g

n

)) + � � � + d

i

g

n

((d

n

f) Æ (g

1

; � � � ; g

n

)),

pour tout 1 � i � n et f; g

1

; � � � ; g

n

2 A, alors on dira que A est un anneau de

omposition di��erentiel.
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1.3 Propri�et�es �el�ementaires

Beauoup de r�esultats lassiques dans ette setion sont des appliations diretes

de l'alg�ebre universelle. Nous avons alors hoisi d'abr�eger nos d�emonstrations et de

nous servir des r�esultats et de la terminologie de l'alg�ebre universelle. Il nous semble

qu'une pr�esentation moderne du sujet n�eessite la mise en plae d'un formalisme

pratique d'alg�ebre universelle. Sans doute, nous ferons ei ult�erieurement lors d'une

�etude plus profonde. Pour le moment nous nous ontentons juste �a titre de ulture

de pr�esenter rapidement quelques r�esultats lassiques.

Dans ette setion nous supposons pour simpli�er que les anneaux sont ommu-

tatifs. Pour qu'un id�eal I soit ompatible ave les op�erateurs d'un anneau di�di�

A, il faut d�eja qu'il soit stable par es op�erateurs. Comme pour haque op�erateur

�a di��erenes Æ on a de plus Æx = 0 ) x = 0, pour tout x 2 A, on doit �egalement

avoir Æx 2 I ) x 2 I. On appelle �evidemment id�eal di�di� un tel id�eal. Sinon, on

note par [P ℄ l'id�eal di�di� engendr�e par une partie P � A. Les r�esultats lassiques

sur les strutures quotientes s'appliquent sans probl�eme:

Proposition 1. Le noyau d'un morphisme d'anneaux di�di�s est un id�eal di�di�

et �a un id�eal di�di� I de A, on peut anoniquement assoier l'anneau di�di� quotient

A=I, muni de la projetion anonique ' : A! A=I, de noyau I. ~

L'anneau di�di� libre sur A dans un ensemble d'ind�etermin�es X est l'anneau de

polynômes di�di�s sur A, not�e par AfXg, pour �eviter de onfondre ave A[X℄ et

A(X). On peut trivialement g�en�eraliser les notions de degr�e, d�ependane alg�ebrique,

extensions simples et �niment engendr�ees, appliation polynôme, et. au as di�di�.

Lorsque A est int�egre, AfXg l'est aussi. En e�et, on v�eri�e ais�ement que omme

anneau AfXg est isomorphe �a A[�X℄.

Comme les op�erateurs �a di��erenes sont injetifs, on peut �egalement se poser le

probl�eme de l'inversion des �el�ements par rapport �a es op�erateurs. Nous avons la:

Proposition 2. Soit x un �el�ement d'un anneau di�di� A et Æ un op�erateur �a

di��erenes. Alors il existe une extension universelle A dans laquelle x admet un

inverse par rapport �a Æ (.�a.d. tel qu'il existe un x

0

ave Æx

0

= x).

D�emonstration. Une telle extension �etant n�eessairement isomorphe �a A

0

=

Afx

0

g=[Æx

0

� x℄, il suÆt de v�eri�er que A

0

est e�etivement une extension de A.

Or onsid�erons l'ensemble

^

� d'op�erateurs � 2 � qui s'�erivent � =

^

Æd

k

1

1

� � �d

k

n

n

, o�u

^

Æ est un mot sur �, qui n'admet pas Æ omme suÆxe. On v�eri�e ais�ement que

tout �el�ement de Afx

0

g se r�eduit anoniquement vers un �el�ement de A[

^

�℄ modulo

[Æx

0

� x℄. Il s'en suit que A

0

est isomorphe �a A[

^

�℄ omme anneau et que 'est don

une extension de A omme anneau di�di�. ~

Remarque. Si l'on pose des ontraintes alg�ebriques sur les op�erateurs de �

(on pourrait par exemple exiger qu'ils ommutent deux �a deux), la proposition
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pr�e�edente reste valable: Il suÆt d'ajuster

^

� (dans l'exemple des op�erateurs om-

mutants,

^

Æ serait un \mot ordonn�e" sur � (pour un ertain ordre total sur �) ne

ontenant pas Æ).

Corollaire. Pour tout anneau di�di� A, il existe une extension universelle de A,

dans laquelle tout op�erateur est inversible.

D�emonstration. Pour toute famille �nie de ouples F = (x

i

; Æ

i

)

i2I

, on a une ex-

tension universelle A

F

dans laquelle tout �el�ement x

i

est inversible par rapport �a Æ

i

.

Alors la limite injetive

^

A des A

F

pour l'ordre naturel est une extension universelle

dans laquelle tout �el�ement de A est inversible par rapport �a n'importe quel op�erateur

�a di��erenes. La limite injetive de A;

^

A;

^

^

A; � � � v�eri�e lairement les hypoth�eses. ~

Il est lair qu'il n'existe pas d'op�erateurs int�egraux ommes inverses des op�erateurs

di��erentiels, �a ause de la onstante qui apparâ�t quand on int�egre. En revanhe de

la même fa�on que tout �a l'heure on d�emontre la:

Proposition 3. Pour tout anneau di�di� A, il existe une extension universelle de

A, dans laquelle tout �el�ement admet une primitive pour haque op�erateur di��eren-

tiel. ~

On peut �egalement se poser le probl�eme de l'inversion des �el�ements d'un anneau

di�di� A. En partiulier, lorsque A est int�egre on peut onstruire le orps di�di�

de frations. Dans e as on onstruit �egalement le orps de frations rationnelles

di�di�s A< X> dans un ensemble d'ind�etermin�es X. On a:

Proposition 4. Soit x un �el�ement d'un anneau di�di� A, v�eri�ant xy = 0) y =

0, pour tout y 2 A. Alors il existe une extension universelle de A, dans laquelle x

est inversible.

D�emonstration. Soit S le mono��de multipliatif engendr�e par �

�

x. Chaque

�el�ement de S v�eri�e la même propri�et�e que x. En e�et, ei est lair lorsque tous

les op�erateurs �a di��erenes sont inversibles: On a Æxy = 0 ) Æ(xÆ

�1

y) = 0 )

xÆ

�1

y = 0 ) Æ

�1

y = 0 ) y = 0, pour tout y 2 A et Æ 2 �

�

. Comme on peut

toujours plonger A dans un anneau di�di� dans lequel tout op�erateur �a di��erenes

est inversible, le r�esultat est vrai en toute g�en�eralit�e.

Maintenant onsid�erons l'anneau A

0

= A=S et munissons et anneau des op�era-

teurs di��erentiels d 2 D, par d(x=s) = ((dx)s � xds)=s

2

et des op�erateurs �a

di��erenes Æ 2 �, par Æ(x=s) = Æ(x)=Æ(s). On v�eri�e ais�ement que es op�erateurs

sont bien d�e�nis. Comme A

0

v�eri�e la propri�et�e universelle en tant qu'anneau, il le

v�eri�e en tant qu'anneau di�di�. On remarque que A

0

est int�egre lorsque A l'est. ~

Remarque. La d�emonstration pr�e�edente peut se retrouver presque automatique-

ment. Du fait que dans l'extension demand�ee tout �el�ement de S doit être inversible,
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A

0

doit se plonger dedans. R�eiproquement on voit failement qu'il y a exatement

une fa�on d'�etendre les op�erateurs sur A �a A

0

.

Corollaire. Pour tout anneau di�di� int�egre A, ses op�erateurs di��erentiels et �a

di��erenes peuvent être prolong�es d'une unique fa�on �a son orps de frations. ~

En fait, dans les propositions 2,3,4, nous avons r�esolu les �equations Æx = y,

dx = y et xy = 1 dans une extension de A. On peut obtenir des r�esultats beauoup

plus g�en�eraux sur la r�esolution d'�equations. Nous nous limitons au as o�u A = K

est un orps.

Alors nous avons la:

Proposition 5. Il existe une extension minimale

^

K de K, telle que tout polynôme

(resp. polynôme lin�eaire) di�di� P 2 KfXg �K admet une raine dans

^

K.

D�emonstration. Pr�eisons qu'un polynôme di�di� lin�eaire est un polynôme qui

est ombinaison lin�eaire des �(X), ave � 2 �. Nous d�emontrons le r�esultat pour

des polynômes di�di�s habituels, la d�emonstration �etant analogue dans l'autre as.

Soit P 2 KfXg�K irr�edutible. Alors l'id�eal I di�di� engendr�e par P dans KfXg

est premier et ne ontient pas 1 (omme on le laisse au leteur le soin de le v�eri�er).

Il s'en suit que K

P

= K=I est un orps di�di�, dans lequel X est raine de P .

De même, pour un nombre �ni de polynômes irr�edutibles P

1

; � � � ; P

n

deux �a deux

distints, l'ensemble K

P

1

;��� ;P

n

= fX

1

; � � � ; X

n

g=(P

1

(X

1

); � � � ; P

n

(X

n

)) est un orps

di�di� dans lequel P

1

; � � � ; P

n

ont des solutions. Il suÆt maintenant de prendre la

limite direte

^

K des K

P

1

;��� ;P

n

. On le laisse au soin du leteur de v�eri�er que

^

K se

plonge dans toute autre extension v�eri�ant la propri�et�e �enon�ee. ~

Remarque. On peut s'arranger pour que la ondition de minimalit�e devienne une

ondition d'universalit�e. Dans la pratique ette ondition pr�esente ependant peu

d'int�erêt.

Malheureusement l'extension

^

K n'a pas autant de propri�et�es que la lôture

alg�ebrique d'un orps. La v�eritable lôture alg�ebrique di�di� d'un orps di�di� est

par exemple la limite injetive de K;

^

K;

^

^

K; � � � . E�etivement, il n'y a pas de raison

qu'un polynôme di�di� �a valeurs dans

^

k admette une raine dans

^

K. N�eanmoins, on

verra que l'on a des bonnes propri�et�es pour la lôture lin�eaire di�di� de K, lorsque

D [� ne ontient qu'un �el�ement.

Classiquement, on �etudie beauoup plus profond�ement les extensions des orps

di�di�s. Un erain nombre de r�esultats de la g�eom�etrie alg�ebrique et de la th�eorie

de Galois admettent des analogues di�di�s. Le leteur interess�e pourra se rapporter

aux ouvrages [Ritt 32℄, [Cohn 65b℄, [Kol 73℄. A partir de maintenant, nous nous

onentrons surtout sur les �equations di�di�ess lin�eaires et sur leurs aspets algo-

rithmiques.
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1.4 Equations di�di�ess lin�eaires

Dans ette setion, les anneaux onsid�er�es ne sont pas n�eessairement ommutat-

ifs et on suppose que les op�erateurs �a di��erenes d'un anneau di�di� ommutent

deux �a deux et sont en nombre �ni. Le leteur pourra �eventuellement v�eri�er que

l'hypoth�ese qu'il n'y a qu'un nombre �ni d'op�erateurs �a di��erenes est onvenable,

mais pas toujours ruial pour la suite. Dans toute ette setion, A et K d�esignent

respetivement un tel anneau resp. orps di�di�. De plus on suppose que K op�ere

sur A omme anneau di�di�. On note 


0

= D [� = fd

1

; � � � ; d

p

0

; Æ

1

; � � � ; Æ

q

0

g et on

suppose que 
 = fd

1

; � � � ; d

p

; Æ

1

; � � � ; Æ

q

g est un sous ensemble des op�erateurs sur A

et K. On note � l'ensemble d'op�erateurs de la forme Æ

k

1

1

� � � Æ

k

q

q

d

l

1

1

� � �d

l

p

p

. Remar-

quons que tout op�erateur di�di� qui fait intervenir que des op�erateurs de 
 s'�erit

anoniquement omme ombinaison lin�eaire d'op�erateurs dans �




.

Remarque. L'int�erêt de prendre 
 pas n�eessairement �egal �a 


0

deviendra lair

dans la setion suivante lorsqu'on montre des propri�et�es de lôture des suites mahl�eriennes.

On appelle une �equation di�di�e lin�eaire utilisant les op�erateurs de 
 �a oeÆ-

ients dans K une �equation du type:

X

�2�

�

�

�x = 0; ave les �

�

2 K:

On note Lin(K) = Lin




(K) l'ensemble des solutions de e genre d'�equations dans

A. Lorsque 
 ne ontient qu'un op�erateur !, l'�equation pr�e�edente s'�erit:

n

X

k=0

�

k

!

k

x = 0; ave �

0

; � � � ; �

n

2 B et �

n

6= 0:

Dans ette setion on donne des onditions pour que l'ensembles de solutions soit

stable par addition, multipliation et des op�erateurs di��erentiels ou di�di�s.

Remarque. On peut �etendre un peu la th�eorie qui va suivre au as qu'on prend

un anneau di�di� int�egre B � K au lieu de K, ave la propri�et�e qu'�etant donn�e

�

1

; � � � ; �

n

2 K, on peut trouver � 2 B, tel que les ��

k

sont tous dans A

�

, pour

1 � k � n. E�etivement, dans e as, une �equation di�di�e lin�eaire �a oeÆients

dans K se transforme en une �equation di�di�e lin�eaire �a oeÆients dans B par

multipliation par un salaire.

L'ensemble G = K[d

1

; � � � ; d

p

; Æ

1

; � � � ; Æ

q

℄ d'op�erateurs di�di�s �a oeÆients dans

K et n'utilisant que des op�erateurs dans 
, resp. 


0

est muni trivialement de

struture d'anneau di�di� non ommutatif, o�u haque op�erateur � 2 � o��nide

ave la multipliation �a gauhe par �. Pour un ensemble X � A �xe, l'ensemble
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I(X) � G des op�erateurs di�di�s annulant X forme un id�eal di�di� �a gauhe. De

même, un id�eal di�di� �a gauhe I � G induit un ensemble de solutions Z(I)

d�ef

= fx 2

Aj�x = 0; pour tout � 2 Ig dans A. C'est �a e moment que nous pouvons remarquer

la ressemblane ave la g�eom�etrie alg�ebrique. Nous allons pousser plus loin ette

ressemblane. Un sous ensemble X de A est dit alg�ebrique, si X = Z(I(X)). Les

ensembles alg�ebriques sont en bijetion ave un ertain sous ensemble de l'ensemble

des id�eaux di�di�s �a gauhe de G. Un id�eal �a gauhe de la forme I(X) s'appelle

id�eal �a gauhe lin�eair parfait par rapport �a A.

Dans e qui va suivre, nous allons utiliser quelques r�esultats du hapitre 2. On

remarque que G peut être muni de la struture d'une alg�ebre de Gr�obner (voir

setion 2.3). Pour �, on peut par exemple prendre l'ordre lexiographique. Le

th�eor�eme 2.2 implique alors que tout id�eal �a gauhe de G est �niment engendr�e. On

en d�eduit que tout syst�eme d'�equations di�di�s lin�eaires est �equivalent �a un nombre

�ni d'�equations di�di�s lin�eaires. Lorsque G est algorithmique (voir setion 2.4),

on a de plus un algorithme pour savoir si une ertaine �equation est impliqu�ee par

un syst�eme d'�equations donn�e. On peut sans doute �egalement obtenir des r�esultats

semblables au Nullstellensatz de Hilbert, pour les id�eaux �a gauhe lin�eaires parfaits

de G, mais nous n'avons pas enore eu le temps de regarder ei en d�etail. En re-

vanhe, pr�esentons maintenant quelques r�esultats onernant les ensembles Lin(K)

et SLin(K).

On remarque que la notion de polynôme de Hilbert se g�en�eralise sans probl�eme

au as pr�esent. Plus pr�eisement, appellons d = k

1

+ � � �+k

p

+ l

1

+ � � �+ l

q

le degr�e de

l'op�erateur Æ

1

l

1

� � � Æ

q

l

q

d

1

k

1

� � �d

p

k

p

. Notons �

n

l'ensemble de es op�erateurs. Notons

par G

n

le sous espae vetoriel �a gauhe de G engendr�e par les op�erateurs de degr�e

inf�erieur ou �egal �a n. Pour un id�eal �a gauhe I de G donn�e, l'appliation, qui �a n

assoie la dimension de G

n

=I (o�u l'on a not�e la r�estrition de I �a G par I �egalement)

est un polynôme �a partir d'un ertain rang, qu'on appelle polynôme de Hilbert de

I et que l'on note par H

I

. Pour un a 2 A, nous notons �egalement H

a

= H

I(a)

. Le

alul des polynômes de Hilbert est faile lorsqu'on onnâ�t une base standard de I.

Pour un �el�ement a, on note par deg(a) le degr�e de H

a

et on d�e�nit �egalement

�(a) = p+q�deg(a), qui repr�esente le nombre d'�equations \ind�ependantes" v�eri��ees

par a. Par exemple, si G d�esigne l'alg�ebre de Gr�obner de l'exemple 2.7, on a �(sin) =

1 et �(}) = 2. Plus g�en�eralement, on a a 2 Lin(K) � �(a) > 0 et �(a) = p + q,

pour a 2 K. En�n, on note Lin

n

K le sous ensemble de Lin(K) des a 2 A, ave

�(a) � n. Le but prinipal de e hapitre est le:

Th�eor�eme 1. Si B

0

soit un orps, alors ave les notations pr�e�edentes, on a pour

tout a; b 2 A:

(a) �(a + b) � min(�(a); �(b)).

(b) �(ab) � �(a) + �(b)� (p+ q).

() �(!a) � �(a), pour tout ! 2 


0

.

(d) �(�a) = �(a), pour tout � 2 K

�

.
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D�emonstration. On notera par �

;n

la projetion anonique de G

n

sur G

n

=I(),

pour haque  2 A. Consid�erons l'appliation

� : G

n

=I(a+ b) ! (G

n

=I(a)� G

n

=I(b))=J;

�

a+b;n

(�) 7! (�

a;n

(�); �

b;n

(�)):

Ii J est le sous espae vetoriel �a gauhe engendr�e par les (�

a;n

(�); �

b;n

(�)), o�u �(a+

b) = 0. Il s'en suit que � est bien d�e�nie. De plus elle est lairment injetive, d'o�u �a

partir d'un ertain rang H

a+b

(n) = dimG

n

=I(a+ b) � dim(G

n

=I(a)�G

n

=I(b))=J �

dimG

n

=I(a)�G

n

=I(b) = H

a

(n)+H

b

(n). Il s'en suit que deg(a+b) � deg(a)+deg(b),

d'o�u (a).

Consid�erons maintenant l'appliation

� : G

n

=I(ab) ! (G

n

=I(a)
 G

n

=I(b))=J;

�

ab;n

(�) 7!

X

�

1

;�

2

2�

n

�

�

1

;�

2

�

a;n

(�

1

)
 �

b;n

(�

2

); o�u

�(ab) =

X

�

1

;�

2

2�

n

�

�

1

;�

2

�

1

(a)�

2

(b):

Ii J est d�e�ni de fa�on analogue au as pr�e�edant et le même raisonnement que tout

�a l'heure donne H

ab

(n) � H

a

(n)H

b

(n), �a partir d'un ertain rang, d'o�u deg(ab) �

deg(a) + deg(b) et d'o�u (b).

Ensuite, onsid�erons l'appliation

�

!

: G

n

=I(!a) ! (G

n

=I(a))

2

=J;

�

!a;n

(�) 7! (�

a;n

(�

1

); �

a;n

(�

2

)); ave

�!(a) = !�

1

(a) + �

2

(a):

Ii J est enore d�e�ni de fa�on analogue aux as pr�e�edants. Il est lair que ette

appliation est bien d�e�nie et injetive. Il s'en suit que H

!a

(n) � 2H

a

�a partir d'un

ertain rang, d'o�u ().

Consid�erons en�n l'appliation

�



: G

n

=I(�a) ! G

n

=I(a);

�

�a;n

(�) 7! �

a;n+1

(�a):

Il est lair que ette appliation est bien d�e�nie et bijetive. Il s'en suit que

H

�a

(n) = H

a

(n) �a partir d'un ertain rang, d'o�u (d). ~

Remarque. Si G est une alg�ebre de Gr�obner algorithmique, il est possible de

donner des algorithmes de alul des �equations v�eri��ees par a+ b, ab, !a, repetive-

ment �a. Remarquons que et algorithme ne donne pas n�eessairement des familles
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g�en�eratries de I(a + b),I(ab), et. Il suÆt par exemple de onsid�erer a + b, o�u

b = �a. Nous expliiterons es algorithmes ult�erieurement.

Corollaire 1. Pour tout 1�n�p + q, Lin

n

(K) est un K-espae vetoriel di�di�

�a gauhe. De plus, Lin

p+q

(K) est même un sous alg�ebre di�di� �a gauhe de A. ~

Corollaire 2. Si p+ q = 1, alors Lin(K) est un sous anneau di�di� de A. ~

Remarque. Tenant ompte du deuxi�eme orollaire, le fait que Lin

p+q

(K) forme

un anneau ne devrait pas nous �etonner. Par exemple, si A est un orps, on v�eri�e

ais�ement qu'un �el�ement de A appartient �a Lin

p+q

(K) ssi elle v�eri�e une �equation

di�di�e lin�eaire pour haque op�erateur ! 2 
.

Exemple 4. Les fontions holonomes H forment un sous anneau de l'anneau des

fontions holomorphes d�e�nies sur un ouvert de C . E�etivement, G = C (z)[D℄ est

bien une alg�ebre de Gr�obner. On a H = Lin(C (z)). On a même une g�en�eralisation

des fontions holonomes (voir [Car 91℄), pour des fontions en n variables. Cet en-

semble de fontions holonomes g�en�eralis�ees o��nide ave H

n

=

Lin

n

(C (z

1

; � � � ; z

n

)), o�u on peut prendre pour A =

^

A l'ensemble des fontions holo-

morphes sur un ouvert de C

n

, divers espaes de distributions, et.

Exemple 5. Soit A l'ensemble des fontions m�eromorphes sur C . Reprenons

l'exemple 2.7, ave ette fois i K = C (z) et G = K[Æ; Æ

0

℄. Alors Lin

2

(K) est un

sous anneau di�di� de A et on appelle ses �el�ements des fontions semi�elliptiques

(par rapport �a � et �

0

et �). De plus Lin

2

(K) est stable par d�erivation, dont on

s'apper�oit en onsid�erant G

0

= K[Æ; Æ

0

; D℄. Nous avons l'impression que toute fon-

tion s�emi�elliptique s'�erit omme fration rationnelle en exp(z); }(z); }

0

(z) et z,

mais pour le moment, nous n'avons pas enore eu le temps de le v�eri�er. Il sera

�egalement int�eressant de voir si on peut ouvrir des espaes enore plus grands de

fontions pseudo-�elliptiques en prenant pour K un surorps di�di� de C (z).

Remarque. La th�eorie pr�esent�ee dans ette setion s'�etend assez failement au

as des syst�emes d'�equations di�di�es lin�eaires �a plusieurs inonnus. E�etivement,

dans e as on fait op�erer un K-espae vetoriel di�di� �a gauhe sur un A-module

�a gauhe par produit salair. Par exemple, pour un n-tuple (x

1

; � � � ; x

n

) 2 A

2

�xe,

Z(x

1

; � � � ; x

n

) est d�e�ni omme l'ensemble de ouples d'op�erateurs (�

1

; � � � ; �

n

) ave

�x

1

+ � � � + �x

n

= 0. Le th�eor�eme 2.5 ensemble ave le lemme 2.1() montrent

que l'�etude pr�e�edente s'�etend �a e as. On peut notamment aluler le module

d'op�erateurs annulant x

1

, lorsque l'ensemble des x

i

v�eri�e un syst�eme d'�equations
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lin�eaires.

Remarque. On peut �egalement �etudier des �equations di�di�es lin�eaires �a se-

ond membre. La th�eorie pr�e�edente s'applique �a quelques petites modi�ations

pr�es. Ult�erieurement, nous ferons une approhe uni��e, o�u on onsidera des syst�emes

d'�equations di�di�es lin�eaires �a plusieurs inonnus et �a seond membre.

1.5 Suites mahl�eriennes et r�eguli�eres

Consid�erons d'abord l'anneau P = A[z

1

; � � � ; z

p

℄ de polynômes en p variables sur un

anneau A non n�eessairement ommutatif. Ii, on suppose tout de même que les z

k

sont dans le entre de P; C.�a.d. que bien que l'anneau A n'est pas n�eessairement

ommutatif, on rajoute des ind�etermin�es ommutatifs. Comme d'habitude, un

polynôme P s'�erit alors:

P =

X

k

1

;��� ;k

p

2N

a

k

1

;��� ;k

p

z

k

1

� � � z

k

p

; (1.1)

o�u les a

k

1

;��� ;k

p

sont dans A, et la somme ne omporte qu'un nombre �ni de termes

non nuls. On peut lassi�er les op�erateurs di��erentiels et �a di��erenes sur P qui

envoient A dans A. E�etivement, le leteur pourra v�eri�er qu'un tel op�erateur est

enti�erement d�etermin�e par son ation sur A et les images de z

1

; � � � ; z

p

. En parti-

ulier, si A est laiss�e invariant, tout op�erateur di��erentiel est ombinaison lin�eaire

des op�erateurs de d�eriv�ees partielles D

1

; � � � ; D

p

d�e�nis par:

D

i

X

k

1

;��� ;k

p

2N

a

k

1

;��� ;k

p

z

k

1

� � � z

k

p

=

X

k

1

;��� ;k

p

2N

k

i

a

k

1

;��� ;k

p

z

k

1

� � � z

k

p

: (1.2)

De même un tel op�erateur �a di��erenes est de la forme Æ

g

1

;��� ;g

p

.

Par analogie ave l'anneau de polynômes en p variables, on d�e�nit l'anneau F =

A[[z

1

; � � � ; z

p

℄℄ de s�eries formelles en n variables sur A en onvenant qu'un �el�ement

de F se d�e�nit �egalement par l'�equation (1), mais o�u la somme peut être in�nie. Il

n'y a pas de lassi�ation simple des op�erateurs di��erentiels et �a di��erenes sur F ,

qui envoient A dans A. N�eanmoins, nous nous int�eressons surtout aux op�erateurs

qui se d�e�nissent par analogie ave le as pr�e�edent. On d�e�nit don les op�erateurs

d�eriv�ees partielles D

1

; � � � ; D

p

omme dans (2) et nous onsid�erons des op�erateurs

�a di��erenes de la forme Æ

g

1

;��� ;g

p

. Pour qu'un tel op�erateur �a di��erenes soit bien

d�e�ni, nous rajoutons la ondition que z

i

jg

i

, pour tout 1 � i � p. En partiulier,

nous d�e�nissons les op�erateurs de Mahler M

k

1

;��� ;k

p

= Æ

z

k

1

;��� ;z

k

p

. On remarque que

les op�erateurs de Mahler ommutent deux �a deux.

On appelle �equation de Mahler , toute �equation lin�eaire �a oeÆients dans P en

M

k

1

;��� ;k

p

. Si p = 1, on parle d'�equation de Mahler lassique. On appelle �equation

de Mahler g�en�eralis�e toute �equation lin�eaire �a oeÆients dans P en un nombre
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�ni d'op�erateurs de Mahler. On appelle suite mahl�erienne (lassique, g�en�eralis�ee),

toute suite ff

k

1

;��� ;k

p

g

k

1

;��� ;k

p

2N

�a valeurs dans A, telle que f(z

1

; � � � ; z

p

) =

P

k

1

;��� ;k

p

2N

f

k

1

;��� ;k

p

z

k

1

1

� � � z

k

p

p

v�eri�e une �equation de Mahler (lassique,g�en�eralis�ee) non triviale.

Dans e as on appelle f(z

1

; � � � ; z

p

) une s�erie mahl�erienne (lassique, g�en�eralis�ee).

En as d'ambigu��t�e, on parlera de suites et s�eries (k

1

; � � � ; k

p

)- mahl�eriennes.

Supposons maintenant que A est un anneau noeth�erien ommutatif et int�egre

et soit K son orps de frations. De la setion pr�eedente il suit alors que les

s�eries mahl�eriennes forment un sous anneau de F stable par les D

k

. De même,

les s�eries mahl�eriennes g�en�eralis�ees forment un P-module di�di�. Comme dans le

as des fontions holonomes, on peut g�en�eraliser les notions de suites et de s�eries

mahl�eriennes pour plusieurs op�erateurs de Mahler. Par analogie, nous disons alors

qu'une s�erie formelle est une s�erie mahl�erienne, si elle v�eri�e une �equation de Mahler

pour haun des n op�erateurs. Les suites mahl�eriennes se d�e�nissent omme on le

pense. Si n = 1 on parlera des s�eries mahl�eriennes ordinaires, tandis que pour

n > 1 on parlera de s�eries mahl�eriennes partielles. Il est lair que pour ette notion

g�en�eralis�ee de s�eries mahl�eriennes, l'ensemble de s�eries mahl�eriennes est �egalement

un sous anneau de F , stable par les d�eriv�ees partielles.

Lorsqu'on fait de l'asymptotique, on voudrait exprimer le omportement des

suites mahl�eriennes en fontion de fontions qui se prêtent �a des aluls rapides.

Certaines suites mahl�eriennes ont d�ej�a ette propri�et�e naturellement. Consid�erons

par exemple la suite �

k

(n) \somme des hi�res en base k". Cette suite est une suite

k-mahl�erienne et des grands termes sont failement alulables, lorsqu'on pr�esente

n omme �erit en base k. Avant d'introduire orretement les s�eries r�eguli�eres dans

un adre plus g�en�eral, introduisons quelques nouveaux onepts.

D'abord, soit A un anneau ommutatif et � un alphabet �ni. On note par A[�

�

℄,

respetivement A[[�

�

℄℄, les anneaux de polynômes et s�eries formelles sur A en des

variables non ommutatives de �. On note par A

rat

[[�

�

℄℄ l'ensemble des s�eries ra-

tionnelles de A[[�℄℄, .�a.d. la lôture de A[�

�

℄ dans A[[�

�

℄℄, pour l'addition, produit

de Cauhy et produit externe. D'apr�es le th�eor�eme de Kleene-Sh�utzenberger, une

s�erie f est rationnelle ssi'il existe un morphisme de mono��des ' de �

�

dans un en-

semble de matries arr�ees M

n

(A) sur A et un veteur ligne � resp. olonne �, tel

que f =

P

W2�

�

�'(W )�W . Pour une d�emonstration et plus de d�etails sur les s�eries

rationnelles, le leteur pourra se reporter �a [BeReu 84℄ ou [Saso 78℄.

Ensuite, g�en�eralisations la notion d'�eriture en base k. Etant donn�e deux ou-

ples (n

1

; � � � ; n

p

) et (k

1

; � � � ; k

p

), on appelle repr�esentation en base (k

1

; � � � ; k

p

) de

(n

1

; � � � ; n

p

) le mot "

r

� � � "

0

de n-tuplets, .�a.d. "

i

= ("

i;1

; � � � ; "

i;n

), tel que haque

mot "

r;i

� � � "

0;i

est la repr�esentation en base k

i

de n

i

, ave potentiellement des

z�eros devant, mais tel que "

i

6= (0; � � � ; 0). Nous notons ette repr�esentation par

[n

1

; � � � ; n

p

℄

k

1

;��� ;k

p

. R�eiproquement, nous notons (n

1

; � � � ; n

p

) = ("

r

� � � "

0

)

k

1

;��� ;k

p

.

On v�eri�e ais�ement que ette repr�esentation est unique. Dans la suite, notons par

� = �

k

1

;��� ;k

p

l'alphabet �ni f0; � � � ; n

1

� 1g � � � � � f0; � � � ; n

p

� 1g.
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On peut maintenant introduire les s�eries r�eguli�eres. Consid�erons la bijetion

' : A[[�

�

℄℄ ! F = A[[z

1

; � � � ; z

p

℄℄;

X

W2�

�

a

W

W 7!

X

n

1

;��� ;n

p

2N

a

[n

1

;��� ;n

p

℄

k

1

;��� ;k

n

z

n

1

1

� � � z

n

p

p

:

Une s�erie r�eguli�ere est alors une s�erie formelle appartenant �a l'image de A

rat

[[�

�

℄℄ par

'. En as d'ambigu��t�e, nous parlerons de s�erie (k

1

; � � � ; k

p

)-r�eguli�ere. Introduisons

�egalement les op�erateurs de (k

1

; � � � ; k

p

)-setion S

r

1

;��� ;r

p

, ave (r

1

; � � � ; r

p

) 2 �, par

S

r

1

;��� ;r

p

f =

X

n

1

;��� ;n

p

2N

f

k

1

n

1

+r

1

;��� ;k

p

n

p

+r

p

z

n

1

1

� � � z

n

p

p

:

Les r�esultats lassiques sur les s�eries r�eguli�eres se g�en�eralisent alors sans probl�eme:

Th�eor�eme 2. Soit f 2 F . Les propositions suivantes sont alors �equivalentes:

(a) f est une s�erie (k

1

; � � �k

p

)-r�eguli�ere.

(b) Il existe des matries arr�ees fM

"

g

"2�

�

dans M

n

(A), un veteur ligne � et

un veteur olonne �, tel que pour tout (n

1

; � � � ; n

p

) = ("

r

� � � "

0

)

k

1

;��� ;k

p

, on a

f

n

1

;��� ;n

p

= �M

"

r

� � �M

"

0

�.

() Il existe un sous module de F de type �ni, stable par les op�erateurs de

(k

1

; � � � ; k

p

)-setion et ontenant f .

D�emonstration. L'�equivalene (1),(2) est une tradution direte du th�eor�eme de

Kleene-Sh�utzenberger. L'�equivalene (1),(3) se d�emontre de fa�on analogue au

r�esultat lassique, pour r = 1 (voir par exemple [Dum 93℄, page 72). ~

Remarque. Il est lair qu'�a ause de la premi�ere arat�erisation des s�eries r�eguli�eres

(th�eor�eme 2(b)), il existe un algorithme rapide (en lnn

1

� � �n

p

) de alul des termes

d'une suite r�eguli�ere. Remarquons qu'il est possible de donner une d�e�nition plus

large de s�eries r�eguli�eres, qui permet �egalement de faire des aluls rapides (ette

fois i en lnn

1

� � � lnn

p

). Nous �etudierons ette possibilit�e ult�erieurement.

Th�eor�eme 3. L'ensemble de s�eries (k

1

; � � � ; k

p

)-r�eguli�eres forment un sous anneau

de F , stable par produit de Hadamard.

D�emonstration. Que l'ensemble des s�eries r�eguli�eres soit stable par addition et

produit de Hadamard d�eoule diretement du r�esultat semblable pour les s�eries ra-

tionnelles. En e qui onerne le produit habituel, la d�emonstration est analogue au

as lassique (voir [AllSh 92℄, page 173 ou [Dum 93℄, page 91), ave le petit hange-

ment que le rang rg fg de fg (voir enore [Dum 93℄) est au plus 2

p

rg f rg g au lieu

de 2 rg f rg g. ~
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Il est naturel d'�etudier quand une s�erie r�eguli�ere est mahl�erienne et vie versa.

Supposons alors que A est un anneau ommutatif noeth�erien int�egre. On appelle

une �equation de Mahler sp�eiale une �equation du type:

f = P

1

Mf + � � �+ P

m

M

m

f; (1.3)

o�u les P

i

sont dans P et o�u M =M

k

1

;��� ;k

p

.

Nous n'avons pas d�emontr�e en toute rigueur le th�eor�eme qui va suivre, mais nous

esp�erons bientôt donner une d�emonstration ompl�etement satisfaisante.

Th�eor�eme 4.

(a) Toute s�erie r�eguli�ere est mahl�erienne.

(b) Une s�erie mahl�erienne f est r�eguli�ere, si et seulement si Pf v�eri�e une

�equation de Mahler sp�eiale, pour un ertain polynôme P .

D�emonstration. Soit f une s�erie r�eguli�ere. D'apr�es le th�eor�eme 2(b), on a e

qu'on appelle une repr�esentation lin�eaire pour f . On en tire un syst�eme d'�equations

lin�eaires dont on tire par �elimination une �equation de Mahler v�eri��ee par f . On n'a

pas eu le temps de montrer qu'on obtient ainsi une �equation de Mahler non triviale,

e qui d�emontre (a). N�eanmoins d'apr�es la remarque apr�es l'exemple 5d, il est

possible de trouver une famille g�en�eratrie de l'id�eal �a gauhe d'op�erateurs annulant

f par algorithme en utilisant la th�eorie des bases standard du hapitre 2.

Supposons maintenant que f v�eri�e l'�equation (3). Soit d le maximum parmi les

degr�es de P

1

; � � � ; P

m

. Consid�erons maintenant les veteurs olonnes

fv

n

1

;��� ;n

p

g

n

1

;��� ;n

p

2N

, ompos�es des �el�em�ents f

n

1

+s

1

;��� ;n

p

+s

p

, ave les s

i

ompris entre 0

et d. On v�eri�e que v

n

1

k

1

+r

1

;��� ;n

p

k

p

+r

p

, ave (r

1

; � � � ; r

p

) 2 � est exprimable omme la

multipliation d'une matrie qui ne d�epend que de (r

1

; � � � ; r

p

) ave v

n

1

;��� ;n

p

. Comme

la s�erie f est un des omposants de la \s�erie" v, il s'en suit que f est r�eguli�ere. Il

en est de même pour le produit de f par un polynôme.

R�eiproquement, supposons que f est mahl�erienne et r�eguli�ere. On a don une

�equation mahl�erienne pour f :

P

0

f + P

1

Mf + � � �+ P

m

M

m

f = 0:

On utilise le même astue que pour transformer une �equation alg�ebrique �a oeÆ-

ients dans A en une �equation int�egrale (voir par exemple [Lang 84℄, page 357).

Prenons un polynôme P , tel que P

0

P jP

i

M

i

i, pour haque 1 � i � m. Nous ne

savons pas d�emontrer rigoureusement que ei est possible g�en�eralement, bien que

ei est vrai pour un orps alg�ebriquement los, si p = 1 et pour le orps �ni F

q

,

si M = M

q;��� ;q

. E�etivement, si A = F

q

, il suÆt de prendre P = P

0

, ar dans e

as MP = P

q

. Alors onsid�erons g = Pf . On v�eri�e ais�ement que g v�eri�e une
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�equation mahl�erienne sp�eiale. ~

Remarque. Il est possible de donner une d�emonstration alg�ebrique du fait que les

s�eries r�eguli�eres forment un anneau, en d�emontrant que les solutions d'�equations �a

di��erenes ordinaires sp�eiales forment un anneau. Nous n'avons pas enore eu le

temps de v�eri�er ei en d�etail.

La deuxi�eme partie du th�eor�eme admet deux orollaires dans le as o�u A = F

q

et M = M

q;��� ;q

(qu'on a d�emontr�e orretement ii), qui g�en�eralisent les th�eor�emes

de Christol et al. (voir [Chr+ 80℄) et Furstenberg (voir [Fur 67℄).

Corollaire 1. Si F = F

q

[[z

1

; � � � z

p

℄℄, alors l'ensemble des s�eries (q; � � � ; q)-

r�eguli�eres o��nide ave l'ensemble des s�eries formelles alg�ebriques. ~

Corollaire 2. L'ensemble des s�eries formelles alg�ebriques de F

q

[[z

1

; � � � ; z

p

℄℄ est

stable par produit de Hadamard. ~

Dans le as des orps �nis, en utilisant des bases standard (voir le deuxi�eme

hapitre), on a r�eussi �egalement �a obtenir des r�esultats semblables pour des �equations

di�di�es alg�ebriques, omportant la d�erivation. Nous �enonons juste notre r�esultat,

dont la d�emonstration n'est pas enore ompl�etemant au point et que nous esp�erons

g�en�eraliser au as p > 1:

Th�eor�eme 5. Supposons qu'une �equation di��erentielle alg�ebrique n'admet qu'un

nombre �ni de solutions dans F

q

[[z℄℄, alors toutes les solutions sont des s�eries r�egu-

li�eres. ~
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Chapter 2

Sur la th�eorie de la division

2.1 Introdution

Dans e hapitre on pr�esentera la th�eorie de la division de fa�on tr�es g�en�erale.

Notre th�eorie g�en�eralise �a la fois la division eulidienne, la division de Hironaka

(utilis�ee dans la th�eorie des bases de Gr�obner) mais �egalement la division dans

des anneaux de germes d'op�erateurs di��erentiels par exemple. Notre adre permet

�egalement d'�etendre la th�eorie de la division �a des anneaux d'op�erateurs di�di�s

et bien d'autres. Les setions 2.2 jusqu'�a 2.4 pr�esentent la th�eorie abstraite sous-

jaente. Un leteur non familier ave la th�eorie des bases standard pourra lire

simultan�ement la setion 2.5, dans laquelle sont pr�esent�es de nombreux exemples.

Comme appliations de la th�eorie de la division, il y a l'�etude des id�eaux dans un

anneau donn�e et notamment la th�eorie des bases standard. Cette th�eorie permet a

son tour d'�etudier les �equations polynômiales, di�di�s et d'�etudier le omportement

des solutions de e genre d'�equations autour de leurs singularit�es.

Pour garder le maximum de g�en�eralit�e, les anneaux onsid�er�es dans e hapitre

ne sont pas n�eessairement ommutatifs. On dira qu'un tel anneau est noeth�erien,

si les id�eaux �a gauhe v�eri�ent la propri�et�e de hâ�ne asendante. Par une alg�ebre

�a gauhe sur un anneau non ommutatif A, on entend un suranneau de A. On ne

onsidera que des alg�ebres �a gauhe libres, .�a.d. admettant une base en tant que

A-module �a gauhe.

2.2 Alg�ebres de division

Diviser un �el�ement a d'un anneau A par un �el�ement b orrespond �a trouver des

q; r 2 A tel que a = qb + r. Plus g�en�eralement, on divise a par rapport �a un id�eal

�a gauhe I de A. Dans e as il faut trouver x 2 I et r 2 A, tel que a = x + r.

Sauf dans le as I = f0g, e probl�eme admet plusieurs solutions. Dans la th�eorie

de la division, id�ealement, on veut qu'il y ait une unique solution pour e probl�eme,

22
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lorsqu'on restreint r �a être d'une ertaine forme.

On appelle division sur un anneau A une appliation �, qui �a haque ouple

(a; I) d'un �el�ement et un id�eal �a gauhe de A assoie un �el�ement a � I, ongru �a a

modulo I et et qui ne d�epend que de la lasse de a modulo I. De plus, on demande

que a � I soit nul, si a 2 I. On appelle l'image R

I

de � � I l'ensemble des restes

modulo I . On a 0 2 R

I

, pour tout id�eal �a gauhe I. En fait la famille des R

I

d�etermine la division. Le but de notre a�aire est de trouver des R

I

\simples" et de

rendre la division e�etuable par algorithme.

On dira qu'une division est algorithmique, lorsque la division par tout id�eal �a

gauhe I = (b

1

; � � � ; b

n

) �niment engendr�e est e�etuable par algorithme et si on

fournit �egalement les oeÆients 

i

tel que a = 

1

b

1

+ � � � + 

n

b

n

+ a � I. On

appelle anneau de division (algorithmique) un anneau muni d'une division (algo-

rithmique). Si A est un anneau de division, dans lequel pour tout ouple d'id�eaux

�a gauhe �niment engendr�es de A on sait trouver des g�en�erateurs de leur interse-

tion par algorithme, on dit que A est anneau de division augment�e. Comme de

fa�on algorithmique, des id�eaux �a gauhe sont toujours pr�esent�es par un ensemble

de g�en�erateurs, il sera plus ommode de dire qu'on sait aluler des intersetions

d'id�eaux �a gauhe.

Plus tard nous aurons �egalement besoin de la notion de A-module de division �a

gauhe. La d�e�nition de tels modules est analogue �a elle des anneaux de division en

remplaant les id�eaux �a gauhe par des sous modules �a gauhe. On a �egalement les

notions de A-module de division algorithmique �a gauhe, A-module de r�edution �a

gauhe, et. On dira qu'une division sur un A-module �a gauhe libre est ompatible

ave la division sur A, si pour tout sous-module de la forme f0g � � � f0g � A �

f0g � � � f0g, la division orrespond �a elle de A.

Les anneaux de division algorithmiques augment�es admettent une arat�erisation

utile, que nous n'utiliserons pas avant la setion 2.4:

Lemme 1. Soit A un anneau de division algorithmique. Alors les onditions suiv-

antes sont �equivalentes:

(a) A est un anneau de division algorithmique augment�e.

(b) Pour toute forme lin�eaire ' : A

n

! A; (a

1

; � � � ; a

n

) 7! a

1

b

1

+ � � � + a

n

b

n

, on

sait onstruire par algorithme une famille g�en�eratrie f(a

l;1

; � � � ; a

l;n

)g

l2L

du

noyau de '.

() Tout A-module �a gauhe M de type �ni libre peut être muni d'une division

algorithmique augment�ee, ompatible ave la division sur A.

D�emonstration. L'impliations (b)) (a) est faile et laiss�ee au leteur. L'impliation

() ) (a) est triviale.

Montrons (a)) (b) par r�eurrene sur n. Pour n = 1 la proposition est triviale.

Supposons qu'on l'a v�eri��ee �a l'ordre n � 1. Calulons des g�en�erateurs 

1

; � � � ; 

m
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de (b

1

; � � � ; b

n�1

) \ (b

n

). Puis alulons des a

l;k

, ave 

l

= a

l;1

b

1

+ � � � + a

l;n�1

b

n�1

et �

l

= a

l;n

b

n

. Les veteurs (fa

l;k

g

1�k�n

) sont bien dans ker'. Compl�etons ette

famille de veteurs par les g�en�erateurs de ker'

0

, ave '

0

: (a

1

; � � � ; a

n

) 7! (a

1

b

1

+� � �+

a

n�1

b

n�1

; a

n

). Nous aÆrmons que ette nouvelle famille de veteurs (fa

l;k

g

1�k�n

),

ave 1 � l � m

0

forme une base de ker'. E�etivement, si a

1

b

1

+ � � � + a

n

b

n

= 0,

on a a

n

b

n

= d

1



1

+ � � � + d

m



m

, pour ertains d

i

. Alors le n-tuplet (a

0

1

; � � � ; a

0

n

) =

(a

1

; � � � ; a

n

)+

P

m

l=1

d

l

(a

l;1

; � � � ; a

l;n

) appartient �a ker'

0

, ar a

0

n

= 0. D'o�u le r�esultat

par r�eurrene.

Montrons (a)) (). Nous le montrons par r�eurrene sur le nombre n d'�el�ements

dans la base de M. Pour n = 1 'est trivial. Supposons () vrai �a l'ordre n� 1.

Construisons d'abord une division algorithmique sur M. Prenons alors un sous

module M

0

�a gauhe de M engendr�e par b

1

; � � � ; b

m

et un �el�ement  2 M. Alors

nous divisons d'abord a

1

par l'id�eal �a gauhe de A engendr�e par b

1;1

; � � � ; b

m;1

. On

peut alors trouver un 

0

, ave 

0

� 2 M

0

, dont le premier oeÆient est le r�esultat de

ette division. Ensuite nous alulons le sous moduleM

00

=M

0

\f0g�M

n�1

deM.

On peut faire ei �a l'aide de (b). E�etivement, soit f(a

l;1

; � � � ; a

l;n

)g

l2L

une famille

g�en�eratrie du noyau de ' : A

n

! A; (a

1

; � � � ; a

n

) 7! a

1

b

1;1

+ � � � + a

n

b

n;1

: Alors

la famille fa

l;1

b

i;1

; � � � ; a

l;n

b

i;n

g

1�i�n

est une famille g�en�eratrie de M

00

. D'apr�es

l'hypoth�ese de r�eurrene, on a une division v�eri�ant les hypoth�eses de () pour

f0g �M

n�1

. Nous utilisons ette division, pour ensuite diviser 

0

par M

00

. Il est

faile de v�eri�er que ette division est ompatible ave la division sur A.

Donnons nous maintenant deux sous modulesM

0

etM

00

deM, engendr�es respe-

tivement par a

1

; � � � ; a

p

et b

1

; � � � ; b

q

. En utilisant la r�eurrene, on peut failement

aluler le sous moduleM

0

\M

00

1;��� ;n�1

�A deM, o�uM

00

1;��� ;n�1

= f(a

1

; � � � ; a

n�1

)ja 2

M

00

g et sans perdre de g�en�eralit�e, on peut supposer qu'on a rempla�e M

0

par e

sous module. Du oup, il existe des matries M

0

;M

00

; N;R �a oeÆients dans A,

ave M

0

= M

00

N +R, o�u

M

0

=

0

B

�

a

1;1

� � � a

p;1

.

.

.

.

.

.

a

1;n

� � � a

p;n

1

C

A

;M

00

=

0

B

�

b

1;1

� � � b

p;1

.

.

.

.

.

.

b

1;n

� � � b

p;n

1

C

A

; R =

0

B

B

B

�

0 � � � 0

.

.

.

.

.

.

0 � � � 0

r

1

� � � r

p

1

C

C

C

A

:

Soit  un veteur, dans l'intersetion deM

0

etM

00

. Alors il existe des veteurs � et

�, ave

 =M

00

N� +R� = M

00

�:

Il s'en suit que R� est dans l'intersetion de M

00

et le module engendr�e par les

veteurs olonnes de R. Comme il est faile de aluler ette intersetion et omme

par ailleurs il en est de même pour le noyau de l'appliation lin�eaire qui �a � assoie

R�, nous savons aluler l'intersetion de M

0

et M

00

. ~
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Remarque. Lorsque A est un anneau prinipal, on a (a) \ (b) = (ppm(a; b)),

don il suÆt de savoir aluler des ppms dans A. On a même plus: supposons

que A soit prinipal et que pour tout a; b 2 A on ait ajab, e qui est vrai en

partiulier si A est ommutatif ou si A est un orps. Alors on a une relation de

Bezout d

1

b

1

+ � � � + d

n�1

b

n�1

= pgd(b

1

; � � � ; b

n�1

) = p. On peut �egalement �erire

ppm(p; b

n

) = qp. Or qpjqd

k

b

k

, pour tout 1 � k � n�1 et q(d

1

b

1

+ � � �+d

n�1

b

n�1

) =

ppm(p; b

n

). Il s'en suit que ppm(p; b

n

) 2 (ppm(b

1

; b

n

); � � � ; ppm(b

n�1

; b

n

)). Mais

ei veut dire que dans la d�emonstration de (a) ) (b), on aurait pu prendre



l

= a

l;l

b

l

= qd

l

b

l

, ave 1 � l � m = n � 1. C'est-�a-dire que la famille de veteurs

(0; � � � ; 0; a

k;k

0

; 0; � � � ; 0; a

0

k;k

0

; 0; � � � ; 0) engendre ker', o�u les a

k;k

0

et a

0

k;k

0

sont pris

tels que a

k;k

0

b

k

= �a

0

k;k

0

b

k

0

= ppm(b

k

; b

k

0

).

Dans e qui suit, nous onsid�erons un anneau A muni d'une division et un A-

alg�ebre �a gauhe D muni d'une base S. En nous inspirant des alg�ebres de polynômes,

nous appelons les �el�ements de S les monômes de G. Nous allons reherher une

division sur D.

Pour faire ei, nous supposons que S est muni d'un ordre total �. Tout �el�ement

X de G s'�erit de fa�on unique:

X =

X

M2S

X

M

M; ave X

M

2 A:

On appelle supp(X) = fM jX

M

6= 0g le support de X. Puis on appelle P (X) =

max supp(X) le monôme prinipal de X, en onvenant que P (0) = �1. Sinon,

on appelle CP (X) = X

P (X)

le oeÆient prinipal de X. Si on se donne un id�eal

�a gauhe I de D on d�e�nit �egalement P (I) = fP (X)jX 2 Ig et I

M

= fX

M

jX 2

I ^ P (X) � Mg. Remarquons que I

M

est un id�eal �a gauhe de A. Entendons par

alg�ebre de division tout D, v�eri�ant les hypoth�eses pr�e�edentes et tel que � soit bien

fond�e. Alors nous avons le premi�er \th�eor�eme" fondamental:

Th�eor�eme 1. Soit D une alg�ebre de division sur A. Alors pour tout id�eal �a gauhe

I de D, l'ensemble

R

I

d�ef

= fX 2 Dj8M 2 S X

M

2 R

I

M

g

est un ensemble de restes modulo I.

D�emonstration. Soit X 2 D. Si X =2 R

I

, alors il y a un monôme M , ave

X

M

=2 R

I

M

(d'o�u X

M

6= 0). Prenons M maximal ave ette propri�et�e et notons

le M = O(X). Alors il existe un Y 2 I

M

, tel que X

M

� Y

M

2 R

I

M

. Posons

X

0

= X � Y . On v�eri�e ais�ement que pour tout monôme N �M , on a X

0

N

2 R

I

N

.

En r�eappliquant la pro�edure d�erite plus haut r�eursivement �a X

0

, on onstruit

une suite X;X

0

; X

00

; � � � d'�el�ements de D, tous �equivalents modulo I. De plus, ette

suite ne peut être in�nie, ar on a O(X) > O(X

0

) > O(X

00

) > � � � et il n'y a pas de

suite stritement d�eroissante in�nie pour �. Le dernier terme de la suite est don
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dans R

I

et �equivalent �a X modulo I. ~

La d�emonstration fait roire que si la division dans A et la omparaison � se

font algorithmiquement, on a une division algorithmique dans D. Mais attention:

�etant donn�e un a 2 I

M

, il est n�eessaire de pouvoir trouver un X 2 I, tel que

a = X

M

. Habituellement, I est donn�e par un ensemble �ni de g�en�erateurs. Nous

allons donner un algorithme de division par rapport �a es g�en�erateurs. Dans la

setion suivante on verra sous quelles onditions sur les g�en�erateurs et algorithme

de division orrespond �a la division du th�eor�eme 1.

Avant de donner l'algorithme, introduisons l'ordre partiel � de divisibilit�e sur

S en d�e�nissant que pour tout M;N 2 S, on a M � N , ss'il existe un L 2 S,

tel que pour tout X 2 D, ave P (X) = M , on ait N = P (LX). Si on sait tester

l'existene d'un tel L et le trouver dans le as aÆrmatif de fa�on algorithmique, on

dira que � est algorithmique. Remarquons que dans la setion suivante, on impose

des onditions suppl�ementaires sur �, impliquant que P (LX) = P (LP (X)). Dans

e as on a la d�e�nition alternative plus naturelle suivante pour �:

M � N , 9L 2 S N = P (LM):

Une alg�ebre de division est dit algorithmique, lorsque �, A et la division sur A le

sont. Maintenant nous avons l'algorithme de division suivant:

Algorithme 1. Soit F = fY

1

; � � � ; Y

n

g un sous ensemble �ni d'une alg�ebre de divi-

sion algorithmique D et soit X 2 D. Alors l'algorithme de division non d�eterministe

suivant termine et on note X%F un r�esultat de ette division.

POUR M 2 supp(X) FAIRE (dans ordre d�eroissant pour �)

K := ;

POUR Y

k

2 F FAIRE

SI P (Y

k

) � M ALORS

TROUVER N

k

2 S tel que P (N

k

Y

k

) = M

K := K [ fkg

TROUVER des a

k

tel que X

M

=

P

k2K

a

k

CP (N

k

Y

k

)+X

M

� (fCP (N

k

Y

k

)g

k2K

)

X := X �

P

k2K

a

k

N

k

Y

k

RETOURNER X

Remarque. Il est lair que l'algorithme termine, ar leM dans la boule prinipale

d�erô�t stritement pour � et � est bien fond�e. L'algorithme est non d�eterministe

�a ause du hoix pour les a

k

. Remarquons qu'en l�eg�erement modi�ant l'algorithme

nous pouvons �egalement aluler les Z

k

, aveX =

P

n

k=1

Z

k

Y

k

+X�F . Si l'algorithme

de division par F orrespond �a la division par (F ) du th�eor�eme 1, .�a.d. si x%F

est unique et x%F = x � (F ), alors nous disons que F est une base standard de

(F ). Dans la setion suivante, on donnera une autre d�e�nition �equivalente des bases

standard.
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2.3 Alg�ebres de Gr�obner

Dans ette setion, nous verrons d'abord sous quelles onditions une alg�ebre de

division G est noeth�erienne. Ensuite, nous �etablirons des onditions, pour qu'une

partie �nie F � G soit une base standard de (F ). Finalement, nous �etablirons

des onditions pour qu'on puisse onstruire une base standard d'un id�eal �a gauhe

�niment engendr�e.

Pour poursuivre, il nous faut g�en�eraliser un onept, qui est lair, si S est

l'ensemble de monômes d'un anneau de polynômes: on dit que � est ompatible

ave la multipliation , si:

(a) 1 2 S et 1 � P (X), pour tout X 2 G.

(b) P (X)�P (Y )^P (X

0

)�P (Y

0

)) P (XX

0

)�P (Y Y

0

), pour tout X;X

0

; Y; Y

0

2

G. De plus, on a �egalit�e, ssi P (X) = P (Y ) ^ P (X

0

) = P (Y

0

).

() CP (XY ) = uCP (X)CP (Y ), pour un ertain u 2 A

�

et tout X; Y 2 G.

La troisi�eme ondition est satisfaite en partiulier, si A est un orps. Remar-

quons que si les onditions sont satisfaites, alors l'appliation Æ

M

: A ! A; a 7!

CP (Ma) est un op�erateur �a di��erenes, pour tout M 2 S. E�etivement, on peut

�erire CP (Mab) = (Æ

M

(a)M + X)b = Æ

M

(a)Æ

M

(b)M +X

0

= Æ

M

(ab)M +X

00

, ave

P (X); P (X

0

); P (X

00

) < M .

Pour pouvoir r�epondre �a la question, �a savoir quand les id�eaux �a gauhe de G

sont �niment engendr�es, il nous faut enore quelques ompl�ements sur la th�eorie

de l'ordre. On dira qu'un ordre partiel � est un belordre, s'il est bien fond�e et s'il

n'admet pas d'antihâ�ne in�nie. Voir [Krus 72℄,[PR 81℄ pour quelques r�esultats sur

e genre d'ordres. Nous aurons besoin de la:

Proposition 1. Nous avons:

(a) Un ordre partiel est un belordre ssi toute partie �nale est �niment engendr�ee.

(b) Un ordre partiel est un belordre ssi toute suite admet une sous suite extraite

roissante.

() Tout ordre total bien fond�e est un belordre.

(d) Tout ordre partiel produit de deux belordres est un belordre.

D�emonstration. Soit F une partie �nale d'un belordre (.�a.d. x 2 F ^ x � y )

y 2 F ). Soit G � F l'ensemble des �el�ement minimaux de F . G est une antihâ�ne,

don �ni. De plus G engendre F , ar un belordre est bien fond�e. R�eiproquement,

si x

1

; x

2

; � � � est une antihâ�ne in�nie ou une suite stritement d�eroissante in�nie,

pour un ertain ordre partiel, la partie �nale engendr�ee par fx

1

; x

2

; � � � g n'est pas

�niment engendr�ee. Cei d�emondre (a).

Soit maintenant une suite fx

1

; x

2

; � � � g �a valeurs dans l'ensemble E muni d'un

belordre. Extrayons une sous suite roissante fx

i

1

; x

i

2

; � � � g par le pro�ed�e suivant:

On appelle F

n

la partie �nale engendr�ee par les x

k

, ave k > i

n

et x

k

� x

i

n

en
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onvenant que F

0

= E. On suppose par r�eurrene que la suite admet une in�nit�e

de termes dans F

n

. Or F

n

admet un nombre �ni de g�en�erateurs et nous pouvons

don hoisir un g�en�erateur x

i

n+1

, ave i

n+1

> i

n

et tel que la suite admet une in�nit�e

de termes dans F

n+1

. R�eiproquement, il est �evident qu'on ne peut pas extraire une

sous suite roissante d'une antihâ�ne in�nie ou d'une suite stritement d�eroissante

in�nie. Cei d�emontre (b).

Finalement () est trivial et (d) d�eoule failement de la deuxi�eme arat�erisation

des belordres. On rappelle que l'ordre produit de deux ordres partiels sur E resp.

F est l'ordre partiel par omposants sur E � F . ~

En partiulier, N

n

, muni de l'ordre produit est un belordre (on appelle e r�esultat

aussi le lemme de Dikson) et 'est le belordre le plus important qu'on renontre.

En fait, nous avons l'impression que tout ordre partiel de divisibilit�e d'une alg�ebre

de division, qui est un belordre est en fait un sous ordre partiel de l'ordre partiel

produit sur N

n

.

On appelle alg�ebre de Gr�obner toute alg�ebre G de division sur un anneau noeth�erien

tel que � est ompatible ave la division et tel que l'ordre partiel de divisibilit�e� soit

un belordre. A titre de ulture nous remarquons que pour les th�eor�emes qui vont

suivre, des d�e�nitions l�eg�erement moins ontraignantes sont d�eja suÆsantes. Par

exemple pour le th�eor�eme qui va suivre, la troisi�eme ondition de ompatibilit�e ave

la multipliation peut être rempla�ee par P (XY )jP (X)P (Y ), pour tout X; Y 2 G.

De même pour le th�eor�eme suivant, il n'est pas n�eessaire que � soit un belordre,

ni que A soit noeth�erien.

Nous avons le deuxi�eme th�eor�eme fondamental:

Th�eor�eme 2. Toute alg�ebre de Gr�obner G est noeth�erienne.

D�emonstration. Remarquons d'abord que M � N ) I

M

� I

N

, pour tout

M;N 2 S. E�etivement, supposons que M � N . Il existe un L 2 S tel

que N = P (LM). Soit maintenant X 2 I

M

. On a P (LX) = P (LM) = N et

CP (LX)jCP (L)CP (X) = CP (X), don CP (X) 2 I

N

.

Montrons ensuite que l'ensemble E = fI

M

jM 2 Sg est �ni. Dans le as ontraire,

d'apr�es la deuxi�eme arat�erisation des belordres, on peut trouver une suite strite-

ment roissante M

1

�M

2

� � � � , tel que les I

M

n

sont deux �a deux distints. La suite

I

M

1

; I

M

2

; � � � est don une hâ�ne in�nie d'id�eaux �a gauhe de A; Contradition.

Maintenant, pour tout J 2 E, l'ensemble F

J

= fM jI

M

� Jg est une partie �nale

de S et admet une partie g�en�eratrie �nie, minimale pour l'inlusionM

J;1

; � � � ;M

J;n

J

.

De plus F

J

est �niment engendr�e, disons par a

J;1

; � � � ; a

J;k

J

. Il existe don des

X

J;i;j

dans G, ave P (X

J;i;j

) = M

J;i

et CP (X

J;i;j

) = a

j

, pour tout 1 � i � n

J

et

1 � j � k

J

.

Montrons en�n que I est l'id�eal I

0

engendr�e par les X

J;i;j

. Dans le as on-

traire, il existe un X 2 I � I

0

, et on peut supposer P (X) minimal pour �. Alors

soit J = I

P (X)

. Il existe un M

J;i

ave M

J

i

� P (X) et don un Y 2 G, ave
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P (X) = P (YM

J;i

) et CP (Y ) = 1. Ensuite, il existe des b

1

; � � � ; b

J;k

J

tels que

CP (X) = b

1

a

J;1

+ � � � + b

k

J

a

J;k

J

. Soit X

0

= Y (b

1

X

J;i;1

+ � � � + b

k

J

X

J;i;k

J

). On a

X

0

2 I, P (X

0

) = P (X) et CP (X

0

)jCP (X). Pour un ertain  2 A, nous avons don

X � X

0

2 I et P (X � X

0

) < P (X). Contradition, ar X � X

0

et X

0

sont alors

dans I

0

. ~

Soient Y

1

; � � � ; Y

n

2 G et I = (Y

1

; � � � ; Y

n

). On appelle ombinaison admissible

de Y

1

; � � � ; Y

n

tout X 2 I, qui s'�erit X = V

1

Y

1

+ � � �+ V

n

Y

n

, ave V

1

; � � � ; V

n

2 G,

tels que P (V

k

Y

k

) � P (X), pour tout 1 � k � n. On note (Y

1

; � � � ; Y

n

)

adm

�

I l'ensemble des ombinaisons admissibles de Y

1

; � � � ; Y

n

et (Y

1

; � � � ; Y

n

)

nadm

son

ompl�ementaire dans I. Remarquons que X;X

0

2 (Y

1

; � � � ; Y

n

)

adm

et CP (X)P (X)+

CP (X

0

)P (X

0

) 6= 0, implique X + X

0

2 (Y

1

; � � � ; Y

n

)

adm

(e qui est vrai en parti-

ulier, si P (X) 6= P (X

0

)). Remarquons �egalement que si X 2 (Y

1

; � � � ; Y

n

)

adm

et Y

k

2 (Z

1

; � � � ; Z

m

)

adm

(1 � k � n), alors X 2 (Z

1

; � � � ; Z

m

)

adm

. Par analo-

gie, ave les d�e�nitions de (I)

M

et P (X), d�e�nissons �egalement (Y

1

; � � � ; Y

n

)

M;adm

=

fCP (X)jX =

P

n

k=1

V

k

Y

k

; ave P (V

k

Y

k

) �Mg et (en supposant qu'il est lair qu'on

raissonne par rapport �a Y

1

; � � � ; Y

n

) P

adm

(X), omme �etant le plus petit monôme

(pour �) tel qu'on peut �erire X =

P

n

k=1

V

k

Y

k

, ave P (V

k

Y

k

) � P

a

dm(X), pour

haque k.

Donnons maintenant une autre d�e�nition pour les bases standard et montrons

que ette nouvelle d�e�nition o��nide ave l'anienne. On dit que Y

1

; � � � ; Y

n

est

une base standard de I, lorsque (Y

1

; � � � ; Y

n

)

adm

= I. On remarque qu'en partiulier

l'ensemble X

J;i;j

�gurant dans la d�emonstration pr�e�edente est une base standard, e

qui montre l'existene des bases standard dans des alg�ebres de Gr�obner. Montrons

maintenant que ette nouvelle d�e�nition des bases standard o��nide ave l'anienne:

Th�eor�eme 3. Soit G un alg�ebre de Gr�obner sur un anneau de division al-

gorithmique. Alors les deux d�e�nitions des bases standard o��nident. De plus

X%F = 0) X 2 (F )

adm

.

D�emonstration. Dans ette d�emonstration on notera par X;

^

X; � � � les valeurs

suessives prises par X dans l'algorithme. Supposons qu'il existe un X 2 (F )

nadm

,

ave X%F = 0. Prenons un tel X ave P (X) minimal (pour �). On peut �erire

^

X = X �

P

k2K

a

k

N

k

Y

k

, ave les notations de l'algorithme 1. Or

P

k2K

a

k

N

k

Y

k

est lairement dans (F )

adm

. De plus,

^

X%F = 0 et P (

^

X) < P (X), don

^

X est

�egalement dans (F )

adm

. Il en est don de même pour leur somme X; Contradition.

Supposons r�eiproquement que tout X 2 (F ) est dans (F )

adm

. S'il existe

un X, ave X%F 6= X � F , alors on peut prendre un tel X, ave P (X) mini-

mal. Remarquons qu'�a ause de ette minimalit�e, on a (X%F )

P

(X) =2 R

(F )

P (X)

.

Posons X

0

= (X%F ) � (X � F ) 2 (F ). On a X

0

2 (F )

adm

, don on peut

�erire X

0

= V

1

Y

1

+ � � � + V

n

Y

n

, ave F = fY

1

; � � � ; Y

n

g et P (V

k

Y

k

) � P (X

0

), pour

1 � k � n. Soit K

0

l'ensemble des indies k, tel que P (V

k

Y

k

) = P (X

0

). Il s'en
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suit que P (Y

k

) � P (X

0

) = P (X), pour k 2 K

0

(don K

0

� K, enore ave les

notations de l'algorithme 1) et que CP (X

0

) 2 (fCP (Y

k

)g

k2K

) = J . Cei implique

(X%F ) �

A

J = (X � F )�

A

J 2 R

(F )

P (X)

. Mais alors (X%F )

P (X)

= (

^

X%F )

P (X)

2

R

(F )

P (X)

; Contradition. ~

2.4 Constrution des bases standard

Le th�eor�eme pr�e�edent n'implique pas qu'on ait une division algorithmique sur G.

Pour avoir ela, il faudra pouvoir onstruire une base standard de tout id�eal �a

gauhe I �niment engendr�e. Dans e but, disons qu'une alg�ebre de Gr�obner est

algorithmique, si l'anneau A est un anneau de division algorithmique augment�e et

si pour tout ouple M;N 2 S, on sait trouver par algorithme une partie g�en�eratrie

PG(M;N) de S

M

\ S

N

d�ef

= fM

0

2 SjM;N �M

0

g. Pour être tr�es orret, il faudrait

rajouter la ondition que le lemme 2 (voir i-dessous) soit v�eri��e. Nous n'avons pas

enore r�eussi �a d�emontrer e lemme si le ouple (A;G) ne v�eri�e pas les hypoth�eses

du lemme, mais il nous semble que la onlusion du lemme est toujours vraie.

Lemme 2. Soit ' : A

n

! A; (a

1

; � � � ; a

n

) 7! a

1

b

1

+ � � �a

n

b

n

une forme lin�eaire,

tel que f(a

l;1

; � � � ; a

l;n

)g

l2L

soit une base du noyau de '. On suppose qu'une des

onditions suivantes soit v�eri��ee:

(a) Æ

M

= Id

A

pour haque M 2 S.

(b) Æ

M

est inversible pour haque M 2 S.

() A est un orps ommutatif.

Alors pour tout M 2 S, la famille f(Æ

M

(a

l;1

); � � � ; Æ

M

(a

l;n

))g

l2L

est une base de

ker'

M

, ave '

M

: (a

1

; � � � ; a

n

) 7! a

1

Æ

M

(b

1

) + � � �+ a

n

Æ

M

(b

n

).

D�emonstration. Le lemme est �evident, si la ondition (a) est v�eri��ee. Plus

g�en�eralement, lorsque les Æ

M

sont inversibles, le r�esultat est vrai, ar dans e as

a

1

Æ

M

(b

1

) + � � � + a

n

Æ

M

(b

n

) = 0 ) Æ

�1

M

(a

1

)b

1

+ � � � + Æ

�1

M

(a

n

)b

n

= 0. La d�emarhe

pour d�emontrer le r�esultat plus g�en�eralement, est de plonger l'anneau A dans un

suranneau A

0

, dans lequel les a

k

sont inversibles (par rapport �a Æ

M

). Dans le premier

hapitre, on a montr�e qu'on peut faire ei. En revanhe, il reste �a v�eri�er que le

noyau de '

0

: A

0

n

! A

0

; (a

1

; � � � ; a

n

) 7! a

1

b

1

+ � � � + a

n

b

n

admet enore la famille

f(a

l;1

; � � � ; a

l;n

)g

l2L

omme base. Jusqu'au pr�esent on n'a su le v�eri�er que dans le

as o�u K est un orps ommutatif. E�etivement, dans e as A

0

est un K-alg�ebre

admettant une base. Le r�esultat suit trivialement en d�eomposant sur ette base.

~

Supposons que G est une alg�ebre de Gr�obner algorithmique. Nous aurons �egale-

ment besoin d'une g�en�eralisation des S-polynômes, d'apr�es Buhberger (voir [Buh
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65℄, [Buh 85℄). Malheureusement, si A ne v�eri�e pas les onditions de la re-

marque apr�es le lemme 1, un S-polynôme n'est plus d�e�ni relativement �a deux

polynômes. Plus pr�eisement, onsid�erons une famille �nie Y

1

; � � � ; Y

n

d'�el�ements de

A. Il est faile de v�eri�er qu'on sait onstruire par algorithme une partie g�en�eratrie

E = PG(P

Y

1

; � � � ; PY

n

) de S

P

Y

1

\ � � � \ S

P

Y

n

. Soit M 2 E. On peut trouver par

algorithme des N

k

, ave P (N

k

Y

k

) = M , pour tout 1 � k � n. Par ailleurs, on-

sid�erons l'appliation ' := (a

1

; � � � ; a

n

) 7!

P

n

k=1

a

k

CP (N

k

Y

k

). D'apr�es le lemme

1, on sait trouver par algorithme une famille g�en�eratrie f(a

l;1

; � � � ; a

l;n

)g

1�l�m

de

ker'. Posons X

l

=

P

n

k=1

Q

l;k

Y

k

, ave Q

l;k

= a

l;k

N

k

, pour tout 1 � l � m. Tout

�el�ement X

l

onstruit de ette fa�on est appell�e S-�el�ement de Y

1

; � � � ; Y

n

. Comme,

l'ensemble E est �ni, il n'y en a qu'un nombre �ni. Notons et ensemble de S-

�el�ements SE(Y

1

; � � � ; Y

n

). Les S-�el�ements sont importants �a ause du lemme suivant:

Lemme 3. Adoptons les notations pr�e�edant le lemme. Soit Z = V

1

Y

1

+� � �+V

n

Y

n

,

ave P (Z) < L = P (V

1

Y

1

) = � � � = P (V

n

Y

n

) et E 3 M � L. Alors il existe un

Z

0

= W

1

X

1

+ � � � +W

m

X

m

, ave P (W

l

X

l

) < L et P ((V

k

�

P

m

l=1

W

l

Q

l;k

)Y

k

) < L,

pour tout k et l.

D�emonstration. Soit M

0

2 S, ave L = P (M

0

M). Ave les N

k

, d�e�nis omme

tout �a l'heure, on a don L = P (M

0

N

k

Y

k

), pour tout k. Il s'en suit qu'on peut

�erire V

k

= b

k

M

0

N

k

+ V

0

k

, ave P (V

0

k

) < P (V

k

). On a

P

n

k=1

CP (b

k

M

0

N

k

Y

k

) =

P

n

k=1

b

k

Æ

M

0

(CP (N

k

Y

k

)) = 0, don d'apr�es le lemme 2, ils existent 

1

; � � � ; 

l

, ave

b

k

=

P

m

l=1



l

Æ

M

0

(a

l;k

), pour tout k. Il s'en suit que CP (b

k

M

0

) =

P

m

l=1

CP (

l

M

0

a

l;k

).

Posons Z

0

=

P

m

l=1

W

l

X

l

, ave W

l

= 

l

M

0

. Par onstrution, on a P (X

l

) <

M , d'o�u P (W

l

X

l

) < L, pour tout l. De plus P (b

k

M

0

Y

k

) = P (V

k

Y

k

) = L et

P (

P

m

l=1

W

l

Q

l;k

Y

k

) � P (M

0

M) = L, pour haque k. Or le oeÆient en M

0

de

b

k

M

0

�

P

m

l=1

W

l

a

l;k

nul. Il en est don de même pour le oeÆient en L de

(V

k

�

m

X

l=1

W

l

Q

l;k

)Y

k

=

  

b

k

M

0

�

m

X

l=1



l

M

0

a

l;k

!

N

k

+ V

0

k

!

Y

k

:

Cei ah�eve la d�emonstration. ~

Maintenant, nous sommes en mesure de pouvoir donner l'algorithme de onstrution

des bases standard et de d�emontrer les derniers th�eor�emes fondamentaux

Algorithme 2. Soit G une alg�ebre de Gr�obner algorithmique et F � G une partie

�nie de G. Alors nous avons l'algorithme de onstrution de base standard de (F ):
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FAIRE

fY

1

; � � � ; Y

n

g := F

POUR K � f1; � � � ; ng, ave jKj � 2, FAIRE

CALCULER SE(fY

k

g

k2K

)

POUR X 2 SE(fY

k

g

k2K

) FAIRE

SI X%F 6= 0 ALORS

F := F [ fX%Fg

JUSQU'A F n'a plus hang�e

RETOURNER F

Remarque. Il est lair qu'en l�eg�erement modi�ant l'algorithme, on peut �egalement

exprimer les �el�ements de la base standard rendue omme ombinaison lin�eaire des

Y

1

; � � � ; Y

n

originaux.

Th�eor�eme 4. Soit G une alg�ebre de Gr�obner algorithmique. Alors G est un anneau

de division algorithmique.

D�emonstration. En utilisant le th�eor�eme 3 et la remarque apr�es l'algorithme 1,

il reste �a montrer que pour toute partie �nie F � G, l'algorithme 2 termine et rend

une base standard de F .

Montrons d'abord que l'algorithme 2 termine. Comme dans la d�emonstration du

th�eor�eme 2, on a (F )

M;adm

� (F )

N;adm

, si M � N . De plus, si F

0

= F [ fX%Fg,

pour X%F 6= 0, montrons que (F )

P (X%F );adm

� (F

0

)

P (X%F );adm

. E�etivement,

dans l'algorithme 1, on a (fCP (N

k

Y

k

g)

k2K

) = (F )

M;adm

, pour tout M 2 S, d'o�u

(X%F )

M

2 R

(F )

M;adm

, pour tout M 2 S. Don, si par ailleurs CP (X%F ) 2

(F

0

)

P (X%F );adm

, alors CP (X%F ) = 0, d'o�u X%F = 0.

Supposons maintenant que l'algorithme ne termine pas, pour un F donn�e. Il

existe don une suite in�nie (F

1

; X

1

); (F

2

; X

2

); � � � , ave F

1

= F et F

n+1

= F

n

[fX

n

g,

ave X

n

%F

n

6= 0. On peut en extraire une sous suite (F

n

1

; X

n

1

); (F

n

2

; X

n

2

); � � � telle

que P (X

n

1

) � P (X

n

2

) � � � � . D'apr�es e qui pr�e�ede, on a don la hâ�ne asendante

in�nie (F

n

1

)

P (X

n

1

%F

n

1

);adm

� (F

n

2

)

P (X

n

2

%F

n

2

);adm

� � � � d'id�eaux �a gauhe de A;

Contradition.

Montrons maintenant par l'absurde que l'algorithme 2 rend bien une base stan-

dard de (F ). Supposons alors que F est un r�esultat de l'algorithme 2, qui n'est

pas une base standard de (F ). Il existe don un Z 2 (F )

nadm

et hoissisons le de

sorte que L = P

adm

(Z) soit minimal. Erivons Z = V

1

Y

1

+ � � � + V

n

Y

n

. On peut

supposer sans perdre de g�en�eralit�e que P (V

1

Y

1

) = � � � = P (V

n

Y

n

), quite �a remplaer

fY

1

; � � � ; Y

n

g par un sous ensemble fY

k

g

k2K

pour lequel ei soit vrai. D'apr�es le

lemme 2, on peut trouver un Z

0

= W

1

X

1

+ � � � + W

m

X

m

, ave P (W

l

X

l

) < L et

P ((V

k

�

P

m

l=1

W

l

Q

l;k

)Y

k

) < L, pour tout k et l. Or les X

l

sont ombinaisons ad-

missibles des Y

k

. Il s'en suit que P

adm

(Z

0

) < L et P

adm

(Z � Z

0

) < L. Mais alors

P

adm

(Z) < L; Contradition. ~
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Remarque. L'algorithme 2 peut enore être optimis�e du point de vue de la vitesse.

On peut par exemple supprimer des �el�ements redondants dans F en ours de route et

diviser haque Y

k

2 F par F �fY

k

g. De plus, lorsque les hypoth�eses de la remarque

apr�es le lemme 1 sont v�eri��es, on v�eri�e qu'il suÆt de onsid�erer des sous ensembles

K de f1; � � � ; ng de deux �el�ements, omme dans l'algorithme lassique.

Lorsqu'on onsid�ere des alg�ebres de Gr�obner sur des alg�ebres de Gr�obner, on

voudrait �egalement pouvoir d�emontrer qu'une alg�ebre de Gr�obner algorithmique est

en fait un anneau de division augment�e. D'apr�es la deuxi�eme arat�erisation des

anneaux de division augment�e (lemme 1()), ei sert �egalement lorsqu'on onsid�ere

des divisions sur des modules libres �a gauhe de type �ni sur une alg�ebre de Gr�obner.

En e�et, nous avons le:

Th�eor�eme 5. Soit G une alg�ebre de Gr�obner algorithmique. Alors G est un anneau

de division algorithmique augment�e.

D�emonstration. Nous allons montrer ei en utilisant la premi�ere arat�erisation

des anneaux de division algorithmique augment�es (lemme 1(b)). Consid�erons don

l'appliation lin�eaire

' : G

n

! G;

(V

1

; � � � ; V

n

) 7! V

1

Y

1

+ � � �+ V

n

Y

n

:

Traitons d'abord le as o�u F = fY

1

; � � � ; Y

n

g est une base standard. Soit X

l

un

S-�el�ement d'un sous ensemble K de F . On peut �erire X

l

=

P

n

k=1

Q

l;k

Y

k

, ave les

notations pr�eedant le lemme 3 et en onvenant que a

l;k

= 0, si k =2 K. La division

de X

l

par F nous fournit �egalement une expression de X

l

omme ombinaison ad-

missible de Y

1

; � � � ; Y

n

, disons X

l

= Q

0

l;1

Y

1

+ � � �+Q

0

l;n

Y

n

. Il est lair que le n-tuple

(Q

0

l;1

�Q

l;1

; � � � ; Q

0

l;n

�Q

l;n

) est dans le noyau de '. Nous aÆrmons que le module

�a gauhe M engendr�e par la famille de n-tuples ainsi onstruits est �egal �a ker'.

Notons parM le module �a gauhe engendr�e par la famille qu'on vient de onstru-

ire et montrons notre aÆrmation par l'absurde. Prenons (V

1

; � � � ; V

n

) 2 ker'�M,

tel que L = max(P (V

1

Y

1

); � � � ; P (V

n

Y

n

)) soit minimal (pour �). Prenons pour

l'ensemble K de tout �a l'heure, l'ensemble des indies k tels que P (V

k

Y

k

) = L.

D'apr�es le lemme 3, appliqu�e sur les Y

k

, ave k 2 K et en prenant Z = 0, il existe

un Z

0

= W

1

X

1

+ � � �+W

m

X

m

, ave P (W

l

X

l

) < L et P ((V

k

�

P

m

l=1

W

l

Q

l;k

)Y

k

) < L,

pour tout k et l. Or on a �egalement P ((

P

m

l=1

W

l

Q

0

l;k

)Y

k

) < L, pour tout k,

ar P (Q

0

l;k

X

k

) � P (X

l

), pour tout k et l. Consid�erons maintenant le n-tuple

(V

0

1

; � � � ; V

0

n

), o�u

V

0

k

= V

k

+

m

X

l=1

W

l

(Q

0

l; k �Q

0

l; k);

pour haque k. D'apr�es e qui pr�e�ede, on a P (V

0

k

Y

k

) < L, pour haque k et

e n-tuple est don dans M, d'apr�es l'hypoth�ese de minimalit�e. Il s'en suit que

(V

1

; � � � ; V

n

) est �egalement dans M; Contradition.



34 CHAPTER 2. SUR LA TH

�

EORIE DE LA DIVISION

Traitons maintenant le as g�en�eral. Construisons une base standard Y

0

1

; � � � ; Y

0

n

0

de (Y

1

; � � � ; Y

n

). D'apr�es la remarque apr�es les algorithmes 1 et 2, on peut trouver

des R

0

k;k

0

et R

k

0

;k

, tels que Y

k

=

P

n

0

k

0

=1

R

0

k;k

0

Y

0

k

0

et Y

k

0

=

P

n

k=1

R

k

0

;k

Y

k

. Sinon, d'apr�es

e qui pr�e�ede, on sait trouver une famille de g�en�erateurs (Q

l;1

; � � � ; Q

l;n

0

)

l2L

du

noyau de '

0

: (V

0

1

; � � � ; V

0

n

0

) 7! V

0

1

Y

0

1

+ � � � + V

0

n

0

Y

0

n

0

. Alors nous pr�etendons que les

veteurs lignes de la matrie

�

R

0

R� I

n

QR

�

engendrent ker'. E�etivement, soit (V

1

; � � � ; V

n

) dans le noyau de '. Consid�erons

V omme veteur ligne et Y et Y

0

omme veteurs olonnes. Nous avons don

V Y = 0, et V R

0

Y

0

= 0, d'o�u l'existene d'un veteur ligneW , ave V R

0

=WQ. On

en d�eduit V R

0

R = WQR, d'o�u l'expression

V = (VW )

�

R

0

R� I

n

QR

�

:

Cei ah�eve la d�emonstration. ~

Bien qu'on puisse r�eduire anoniquement un �el�ement par rapport �a un id�eal �a

gauhe dans un anneau de division algorithmique, on peut �egalement demander

�a avoir des formes anoniques pour es id�eaux �a gauhe mêmes. On dira qu'un

anneau de division algorithmique est un anneau de r�edution, si pour tout id�eal �a

gauhe pr�esent�e par des g�en�erateurs, on sait trouver des g�en�erateurs anoniques par

algorithme. Dans e as, haque id�eal �a gauhe est repr�esent�e par un unique objet.

Si de plus, A est un anneau de division augment�e, on dira que A est un anneau de

r�edution augment�e.

Supposons qu'on ait une alg�ebre de Gr�obner algorithmique sur un orps. En

divisant haque �el�ement d'une base standard par rappport aux autres et en normal-

isant les termes prinipaux, on obtient e qu'on appelle une base standard r�eduite.

On montre ais�ement que pour un ordre � �x�e, un id�eal �a gauhe donn�e admet une

unique base standard r�eduite. Nous omptons obtenir un r�esultat semblable pour

une alg�ebre de Gr�obner algorithmique sur un anneau de r�edution.

Cependant, nous remarquons qu'on n'a tout de même pas besoin de ette notion

plus forte pour tester l'�egalit�e de deux id�eaux �a gauhe. E�etivement, un id�eal �a

gauhe est inlus dans un autre, si haqun des g�en�erateurs de l'un se reduit �a z�ero

modulo l'autre. Comme pour un id�eal donn�e, la onstrution d'une base standard

peut se faire beauoup plus vite pour un ertain ordre �, ompatible ave la mul-

tipliation que pour un autre ordre �

0

, il n'est sans doute pas r�ealiste de �xer un

ordre pour le bon, e qui est n�eessaire pour rendre l'alg�ebre de Gr�obner un anneau

de r�edution.
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2.5 Exemples d'alg�ebres de Gr�obner

Exemple 1. L'exemple le plus lassique d'une alg�ebre de Gr�obner est bien entendu

l'anneau de polynômes G = K[X

1

; � � � ; X

n

℄, o�u K est un orps. On prend pour S

l'ensemble des monômes de G. Comme ordre � sur S, ompatible ave la multipli-

ation, il y a plusieurs possibilit�es: l'ordre lexiigraphique, l'ordre lexiographique

gradu�e , l'ordre lexiographique inverse gradu�e, et. Comme S est stable par mul-

tipliation, l'ordre partiel de divisibilit�e o��nide ave la divisibilit�e dans G. Sinon

S

M

\ S

N

= S

ppm(M;N)

, pour tout ouple de monôme (M;N) et o�u le ppm est pris

dans G. Il s'en suit que G est une alg�ebre de Gr�obner algorithmique. Remarquons

qu'on n'a même pas eu besoin de supposer K ommutatif, sous la ondition que les

ind�etermin�es X

1

; � � � ; X

n

soient dans le entre de G.

Les d�e�nitions et les d�emonstrations des th�eor�emes dans les setions pr�e�edentes

se simpli�ent de fa�on importante dans e as partiulier. La ondition (b) de la

ompatibilit�e ave la multipliation peut être rempla�ee par X � Y ^ X

0

� Y

0

)

XX

0

� Y Y

0

, �a ause du fait que S est stable par multipliation. La ondition ()

est trivialement v�eri��ee, ar K est un orps. La d�emonstration du th�eor�eme 2 se

simpli�e, ar une partie F de G, telle que P (F ) engendre P (I) est une base stan-

dard, �a ause du fait que K est un orps. Sinon, la ondition (b) pour que G soit

algorithmique est trivialement v�eri��ee, toujours pare que K est un orps et d'apr�es

la remarque faite �a la �n de la setion 2.4, il suÆt don de aluler des S-polynômes

dans l'algorithme 2, e qui le simpli�e nettement, ainsi que sa d�emonstration.

Exemple 2. La premi�ere extension de l'exemple pr�e�edent apparâ�t, lorsque G =

A[X

1

; � � � ; X

n

℄, o�u A est juste un anneau prinipal ommutatif. Les prinipaux ex-

emples sont A = Z, A = K[X℄ et A = K[[X℄℄. Maintenant, les d�emonstrations des

th�eor�emes 2 et 3 ne se simpli�ent plus essentiellement. En revanhe, l'algorithme 2

ainsi que sa d�emonstration se simpli�ent enore, du fait qu'il suÆt de aluler des

S-polynômes.

Pr�esentons maintenant un exemple de onstrution de base standard dans G =

Z[X; Y ℄, ave pour � l'ordre lexiographique gradu�e, ave X � Y . Prenons

F = f4XY

2

� 2X; 3X

2

Y � Y g:

Rajoutons d'abord 3X(4XY

2

�2X)�4Y (3X

2

Y �Y ) = 4Y

2

�6X

2

�a F et r�eduisons

haque �el�ement par rapport aux autres. On obtient 4XY

2

� 2X ! 6X

3

� 2X, d'o�u

F

2

= f3X

2

Y � Y; 6X

3

� 2X; 4Y

2

� 6X

2

g:

Calulons �a nouveau les S-polynômes: 2X(3X

2

�Y )�Y (6X

3

�2X) = 0, 4Y (3X

2

Y �

Y ) � 3X

2

(4Y

2

� 6X

2

) = 18X

4

� 4Y

2

! �4Y

2

+ 6X

2

! 0 et 2Y

2

(6X

3

� 2X) �

3X

2

(4Y

2

� 6X

2

) = 18X

5

� 4Y

2

! �4XY

2

+ 6X

3

! 0. Il s'en suit que F

2

est une

base standard de (F ). Dans la �gure 1 on trouve une visualisation de la situation:
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Figure 1

Exemple 3. Consid�erons l'anneau non ommutatif G = Q [z; d℄ d'op�erateurs di��eren-

tiels lin�eaires �a oeÆients polynômiaux dans Q , ave bien entendu la omposition

omme loi multipliative. On remarque un abus de notation, ar G n'est pas iso-

morphe �a l'anneau des polynômes en deux variables. N�eanmoins, la signi�ation

de Q [z; d℄ est laire et dans la suite on pratiquera syst�ematiquement et abus de

notation.

Cette fois i, S = fz

n

d

m

g

n;m2N

n'est plus stable par multipliation, ar dz =

zd + 1. En revanhe, on v�eri�e que l'ordre lexiographique sur S, ave z � d est

ompatible ave la division au sens de la d�e�nition dans la setion 2.3. Donnons un

exemple de alul de base standard dans e as non ommutatif. Prenons

F = fzd

2

+ 2z

2

d+ z

3

+ z; d

3

+ zd

2

+ 2dg:

Calulons le \S-op�erateur" des deux op�erateurs de F :

d(zd

2

+ 2z

2

d+ z

3

+ z)� z(d

3

+ zd

2

+ 2d)

= (z

2

+ 1)d

2

+ (z

3

+ 3z)d + 3z

2

+ 1

! d

2

+ (�z

3

+ 3z)d� z

4

+ 2z

2

+ 1:

Ensuite, r�eduisons les �el�ements de F [ fd

2

+ (�z

3

+ 3z)d� z

4

+ 2z

2

+ 1g:

zd

2

+ 2z

2

d+ z

3

+ z

! (z

4

� z

2

)d+ z

5

� z

3

:

d

3

+ zd

2

+ 2d

! (z

3

� 2z)d

2

+ (z

4

+ z

2

� 2)d+ 4z

3

� 4z

! (z

6

� 4z

4

+ 7z

2

� 2)d+ z

7

� 7z

5

+ 7z

3

� 2z:



2.5. EXEMPLES D'ALG

�

EBRES DE GR

�

OBNER 37

On obtient:

F

2

= fd

2

+ (�z

3

+ 3z)d� z

4

+ 2z

2

+ 1; (z

4

� z

2

)d+ z

5

� z

3

;

(z

6

� 4z

4

+ 7z

2

� 2)d+ z

7

� 7z

5

+ 7z

3

� 2zg:

En r�eduisant les deux derniers �el�ements, on trouve ensuite z

2

d + z

3

2 (F ). Puis,

en r�eduisant le premier �el�ement, on obtient zd + z

2

2 (F ). En�n, en simpli�ant

enore e premier �el�ement (en divisant le terme en d par zd+ z

2

), on obtient la base

standard suivante pour (F ):

F

3

= fd

2

� z

2

+ 1; zd+ z

2

g:

Exemple 4. Consid�erons l'anneau G = A[d℄ = C [[z℄℄[d℄. On sait que C [[z℄℄ est un

anneau loal et prinipal. On prend S = fd

n

g

n2N

et pour � l'ordre naturel sur S.

La ondition () de la ompabilit�e ave la multipliation est trivialement v�eri��ee,

ar Æ

M

= Id

A

, pour tout M 2 S. Cei est d'ailleurs une situation g�en�erale lorsqu'on

onsid�ere des op�erateurs di��erentiels. On remarque que A n'est pas d�enombrable et

ne peut don être algorithmique; On a don uniquement l'existene th�eorique des

bases standard par le th�eor�eme 3. Remarquons en revanhe qu'on peut tr�es bien

onsid�erer des sous anneaux prinipaux A au lieu de A, omme par exemple A =

^

Q (exp(z); sin(z); et:)[z℄, qui sont algorithmiques. Formellement, les algorithmes 1

et 2 s'appliquent alors.

On peut �egalement prendre pour A l'ensemble des s�eries formelles, onvergentes

dans une voisinage de 0. Dans e as l'alg�ebre G est l'alg�ebre des germes d'op�erateurs

di��erentiels analytiques. On remarque (voir [Sab 90℄) que pour e genre d'alg�ebres

on a un r�esultats enore plus fort sur la struture des id�eaux �a gauhe en analysant

bien leurs bases standard: Tout id�eal �a gauhe est engendr�e par les deux �el�ements

(ou par l'unique �el�ement) d'une base standard de degr�e maximal et minimal en d.

Exemple 5. Pour des op�erateurs �a di��erenes on a des r�esultats semblables aux

op�erateurs di��erentiels. Il faut ependent prendre quelques pr�eautions.

Consid�erons par exemple l'alg�ebre �a gauhe G = K[z; Æ℄, ave Æz = z

2

Æ. Cette

alg�ebre �a gauhe n'est pas noeth�erienne, ar l'id�eal �a gauhe (zÆ; zÆ

2

; � � � ) n'est

pas �niment engendr�e. E�etivement, quand on onsid�ere l'ordre lexiographique

naturel � sur S = fz

n

Æ

m

g

n;m2N

, on s'apper�oit que l'ordre de divisibilit�e � n'est

pas un belordre �a ause de l'antihâ�ne in�nie zÆ; zÆ

2

; � � � . On se demande d'ailleurs

si ette situation est g�en�erale (.�a.d. si G est noeth�erien, est-e qu'il existe S et �

pour lesquels � est un belordre).

La ondition () de la ompabilit�e ave la multipliation n'est pas n�eessairement

v�eri��ee non plus, si A n'est pas un orps. Consid�erons par exemple G = A[Æ℄ =

Z[z℄[Æ℄, ave Æz = 2zÆ. Alors G n'est pas noeth�erienne, ar l'id�eal �a gauhe (zÆ; zÆ

2

; � � � )

n'est �a nouveau pas �niment engendr�e.

Consid�erons maintenant G = Q [z; Æ

z+1

℄. Cei est une alg�ebre de Gr�obner algo-

rithmique. De même Q (z)[Æ

z

2

℄ est une alg�ebre de Gr�obner algorithmique, bien qu'il
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n'en est pas de même pour Q [z; Æ

z

2

℄.

Remarque. Dans le as partiulier o�u on onsid�ere l'alg�ebre G = K[?℄, o�u ? est soit

une ind�etermin�e, soit un op�erateur di��erentiel ou autre, on peut remarquer que la

division par rapport �a un �el�ement de G est une sorte de division Eulidienne. E�e-

tivement, le th�eor�eme 1 donne que pour tout X; Y 2 G il existe d'uniques Q;R 2 G,

tels que Y = QX + R, ave M(R) < M(X) (.�a.d. deg(R) < deg(X)). Il s'en suit

que G est prinipal. Il existe don des pgds et des ppms dans G et on peut les

aluler, lorsque K est algorithmique. L'alg�ebre �a gauhe K(z)[Æ

z

2

℄ de tout �a l'heure

est par exemple prinipale.

Exemple 6. Dans les exemples pr�e�edents, l'ordre partiel de divisibilit�e est haque

fois isomorphe �a l'ordre partiel produit sur N

n

. Cei n'est pas n�eessairement le

as, omme on voit en onsid�erant G = Q [X

2

; Y

2

; XY ℄. N�eanmoins, nous avons

l'impression que l'ordre partiel de divisibilit�e d'une alg�ebre de Gr�obner est haque

fois un sous ordre partiel de l'ordre partiel produit sur N

n

. Cet exemple est quand

même �a garder en tête lorsqu'on lassi�e les alg�ebres de Gr�obner. E�etivement,

en imposant des lois de ommutation non ommutatives entre X

2

; Y

2

et XY , on

peut fabriquer des alg�ebres, qui ne sont pas sous alg�ebre de Q [X; Y ℄, pour n'importe

quelles lois de ommutation qu'on a impos�ees sur X et Y .

Exemple 7. Soient � et �

0

deux �el�ements non ollin�eaires ave 0 dans C et Æ et Æ

0

les op�erateurs �a di��erenes ave Æz = z + � et Æ

0

z = z + �

0

. Alors l'alg�ebre �a gauhe

G = C (z)[Æ; Æ

0

℄ est une alg�ebre de Gr�obner. On peut notamment se demander quel

est l'ensemble de z�eros Z(I) (voir l'exemple 1.5) d'un id�eal �a gauhe I de G dans

l'ensemble des fontions m�eromorphes sur C .
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Chapter 3

Sur ertains produits in�nis

3.1 Introdution

Dans e hapitre on �etudie l'asymptotique des produits de la forme

f(z) =

1

Y

k=0

1

1� z

2

k

=a

Cette fontion v�eri�e l'�equation mahl�erienne suivante:

f(z

2

) = (1� z=a)f(z); o�u a 6= 0 et f(0) = 1;

L'�etude de ette �equation est importante, ar toute suite mahl�erienne est produit de

onvolution de suites mahl�eriennes relevant de ette �equation et d'une suite r�eguli�ere

(voir [Dum 93℄). On montre que le omportement du n-i�eme oeÆient de Taylor

f

n

= [z

n

℄f(z) d�epend essentiellement du module de a. Si le module de a est inf�erieur

�a 1, l'analyse des f

n

est faile; f(z

2

) �etant analytique pour jzj <

p

a, on a:

f

n

�

f(a

2

)

a

n

:

En revanhe le as jaj � 1 donne lieu �a des omportements tr�es divers. Dans la

quatri�eme setion on montre que pour toute \bonne" fontion h, ave x � h(x) �

x lg x, il existe un a de module 1, tel que lg j

^

f

n

j � h(lgn); ii lgx = log

2

x et

^

f

n

= max

1�i�n

jf

i

j. En fait, le omportement des f

n

d�epend essentiellement du

d�eveloppement en binaire de arg a=2�. En�n, pour jaj � 2, les f

n

restent born�ees,

mais se omportent de fa�on extrêmement haotique. Il y a don peu de hane que

le omportement des f

n

rentre dans une �ehelle asymptotique habituelle.

3.2 Enadrements de lg

^

f

n

Fixons d'abord quelques notations. On rappelle qu'on note lg z = log

2

z et

^

f

n

=

max

1�i�n

jf

i

j. Pour z et z

0

de module 1, on note par d(z; z

0

) leur distane sur le

40
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erle unit�e divis�e par 2�.

Pour tout 0 < r < 1 l'in�egalit�e triangulaire nous donne alors:

j1� rzj � j1� zj + 1� r � 2�d(1; z) + 1� r:

En utilisant la onavit�e de lg on obtient alors:

� lg j1� rzj � min(� lg d(1; z);� lg(1� r))� 4: (3.1)

Puis on a pour z = e

2�i�

et j�j � 1=2:

j1� rzj

2

� (2d(1; z))

2

=

1 + r

2

� 2r os(2��)� 4�

2

:

On v�eri�e ais�ement que ette expression est toujours positive. On obtient don:

j1� rzj � 2d(1; z))

� lg j1� rzj � min(� lg d(1; z);� lg(1� r)): (3.2)

Dans un premier temps on va essayer de minorer lg jf(ra)j, pour r = 1=2

1=2

n

:

lg jf(ra)j =

1

X

k=0

� lg

�

�

�

�

�

1�

a

2

k

�1

2

2

k�n

�

�

�

�

�

�

n�1

X

k=0

� lg

�

�

�

�

�

1�

a

2

k

�1

2

2

k�n

�

�

�

�

�

:

Puis, d'apr�es l'in�egalit�e (1):

lg jf(ra)j �

n�1

X

k=0

min

�

� lg d(1; a

2

k

�1

);� lg

�

1�

1

2

2

k�n

��

� 4n:

Or, omme

lg

�

1�

1

2

2

�x

�

= lg

�

1� e

�(ln 2)2

�x

�

= lg

�

(ln 2)2

�x

+O(2

�2x

)

�

= lg ln 2� x +O(2

�x

);

il existe des onstantes C

1

et C

2

tel que pour k < n:

C

1

+ k � n < lg

�

1�

1

2

2

k�n

�

< C

2

+ k � n; (3.3)

d'o�u on tire en�n:

lg jf(ra)j � A

n

+O(n); o�u: (3.4)
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A

n

d�ef

=

n�1

X

k=0

min(b� lg d(a; a

2

k

); n� k):

Essayons de omprendre intuitivement e que repr�esente A

n

. Si on d�eveloppe

arg a=2� en binaire, alors la quantit�e �

n

d�ef

= b� lg d(a; a

2

n

), qu'on appelle le n-i�eme

autoorr�elateur de a, mesure plus ou moins le nombre de hi�res en ommun apr�es

la virgule entre e d�eveloppement et le même d�eveloppement d�eal�e de n hi�res

vers la gauhe (en onvenant qu'on tient ompte des irr�egularit�es dues �a 1; 000 � � � �

0; 111 � � � ). On mesure don quelque hose omme le taux de r�eappararition des

premiers hi�res de arg a=2� dans son d�eveloppement binaire. Si ensuite on met

dans un diagramme le nombre d = �

k

en fontion de k, alors A

n

repr�esente le nombre

de ases du diagramme en dessous de la ligne d'�equation d = n � k e qui revient

�a \tronquer" le diagramme. On appelle A

n

la s�erie d'autoorr�elation assoi�ee �a a.

Dans les �gures 1.a et 1.b on montre les diagrammes assoi�es �a di��erentes valeurs

de a.

Maintenant qu'on a donn�e un sens physique aux A

n

, on peut aÆrmer que si

arg a=2� est rationnel, son d�eveloppement binaire est p�eriodique �a partir d'un ertain

rang, don A

n

� n ou A

n

� n

2

. Dans e as on peut obtenir des estimations

pr�eises des f

n

par la m�ethode de ol (voir [Dum 93℄). Sinon, pour que la formule

(4) nous soit utile, il faut que A

n

� n. C.�a.d. il faut qu'il y ait suÆsamment

d'autoorr�elation (e qui par exemple n'est pas le as si a = �1).

Dans un deuxi�eme temps, on herhe �a majorer lg jf(z)j, pour jzj = r. Soit don

b de module 1. On a:

lg jf(rb)j =

1

X

k=0

� lg

�

�

�

�

�

1�

b

2

k

a 2

2

k�n

�

�

�

�

�

�

n�1

X

k=0

� lg

�

�

�

�

�

1�

b

2

k

a 2

2

k�n

�

�

�

�

�

+M , ave

M = sup

jzj�1=2

lg jf(z)j:

En utilisant (2) on obtient ensuite:

lg jf(rb)j �

n�1

X

k=0

min

�

� lg d(a; b

2

k

);� lg

�

1�

1

2

2

k�n

��

+M

et �nalement, en utilisant (3):

lg jf(rb)j � B

b;n

+O(n); o�u: (3.5)

B

b;n

d�ef

=

n�1

X

k=0

min(b� lg d(a; b

2

k

); n� k):

Intuitivement �

n

d�ef

= b� lg d(a; b

2

n

) mesure le nombre de hi�res en ommun

entre le d�eveloppement en binaire de arg a=2� et arg b=2�, d�eal�e de n hi�res vers
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�

n

"

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n

!

(

arg a

2�

)

2

= 0; 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 � � �

Figure 1.a: Comportement de �

n

, pour a raine

d'unit�e et o�u A

n

a un omportement

en Cn

2

.

�

n

"

.

.

.

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n

!

(

arg a

2�

)

2

= 0; 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 � � �

Figure 1.b: Comportement de �

n

, pour un a tel que

A

n

a un omportement en Cn lgn.
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la gauhe. Cei implique que quand e nombre est grand, alors �

n+Æ

est voisin de �

Æ

.

Dans la setion suivante, on utilisera ette remarque pour montrer que la seonde

s�erie d'autoorr�elation B

n

d�ef

= sup

jbj=1

B

b;n

� A

n

est asymptotiquement �equivalente �a

A

n

.

Pour terminer, montrons maintenant omment obtenir un enadrement de lg

^

f

n

�a l'aide de (4) et (5).

Premi�erement soit C

r

le erle de entre 0 et de rayon r = 1=2

1=n

:

jf

n

j �

1

2�

Z

C

r

jf(rz)j

r

n+1

dz

� 2

B

dlgne

+O(lgn)

�

1

r

n

= 2

B

dlgne

+O(lgn)

:

On en d�eduit la premi�ere in�egalit�e pour lg

^

f

n

en utilisant le fait que B

n

est roissant:

lg jf

n

j � lg

^

f

n

� B

dlg ne

+O(lgn): (3.6)

Pour obtenir une in�egalit�e dans l'autre sens, on supposera que:

� A

n

� B

n

,

� n = o(A

n

).

� A

n

0

� A

n

+M(n

0

� n) lgn

0

pour un ertain M et tout n

0

> n � 1.

Dans la setion suivante on donne des onditions impliquant es hypoth�eses.

D'apr�es l'in�egalit�e (4), on a pour r = 1=2

1=n

:

2

A

blgn

+O(lg n)

� jf(ra)j �

1

X

k=0

jf

k

jr

k

�

1

X

k=0

^

f

n

2

k=n

=

^

f(r):

On en d�eduit en partiulier que lgn = o(lg

^

f

n

) (sinon

^

f(r) est �a roissane polyno-

miale en n ontrairement �a 2

A

blgn

. Posons maintenant:

'(n) = sup

k�n

lg

^

f

k

A

blg k

A

blg n

:
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On a lairement lgn � lg

^

f

n

� '(n) � A

blg n

. De plus, si n est suÆsamment grand,

on a pour tout k � 4n'(n):

'(k) � sup

l�k

lg

^

f

l

A

blg l

A

blg k

� sup

l�n

lg

^

f

l

A

blg l

(A

blg n

+M(lg

k

n

+ 1) lg lg k)

� '(n) + 2M(lg

k

n

+ 1) lg lg k

�

k

4n

+ 3M lg

k

n

lg(lg

k

n

+ lgn)

�

k

4n

+ 3M lg

k

n

lg(lg

k

n

+

k

n

)

�

k

2n

:

On en d�eduit que:

1

X

k=b4n'(n)

^

f

k

2

�

k

n

=

1

X

k=b4n'(n)

2

'(k)�

k

n

�

1

X

k=b4n'(n)

2

�

k

2n

�

1

1� 2

�

1

2n

= O(n):

On a �egalement:

A

blg 4n'(n)

� A

blg n

�Mdlg 4'(n)e lgblg 4n'(n) = O(lgn):

Cei entrâ�ne:

2

A

blg(4n'(n))

+O(lg n)

� 2

A

blgn

�

1

X

k=0

^

f

k

2

k

n

=

b4n'(n)�1

X

k=0

^

f

k

2

k

n

+

1

X

k=b4n'(n)

^

f

k

2

k

n

� b4n'(n)

^

f

b4n'(n)

2

4'(n)

+O(n):

D'o�u �nalement:

A

blg 4n'(n)

+O(lgn) � lg

^

f

b4n'(n)

+ 4'(n)

� 5'(4n'(n)):
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On a don:

lg

^

f

n

� A

blg n

: (3.7)

3.3 Sur les liens entre les deux s�eries d'autoorr�elation

Dans toute ette setion nous supposons que les onditions (C) suivantes sont

v�eri��es:

� n = o(A

n

).

� �

n

= O(n).

� Pour tout � < 1, il existe un N tel que

8n

0

�n� N

A

n

0

A

n

� �

n

0

n

(3.8)

Intuitivement ei veut dire qu'�a la fois il y a suÆsamment et pas trop d'autoorr�elation

et que A

n

rô�t de fa�on \r�eguli�ere". La deuxi�eme ondition entrâ�ne l'existene

d'une onstante C � 1, telle que �

n

� Cn, pour tout n > 0. Fixons ette onstante

une fois pour toutes. Le but de ette setion sera alors de d'�etablir le lemme 1 et le

th�eor�eme 1. Combinant es r�esultats ave eux de la setion pr�e�edente on obtient

alors un enadrement de lg

^

f

n

, lorsque les onditions (C) sont v�eri��ees.

Remarquons tout d'abord que pour 0 < Æ < �

n

et �

n+Æ

� �

n

� Æ � 2, (o�u on

peut remplaer la ondition �

n+Æ

� �

n

� Æ� 2 par �

Æ

� �

n

� Æ� 2, menant de fa�on

semblable au même r�esultat) on a:

d(a; b

2

n

) � 2

��

n

)

d(a

2

Æ

; b

2

n+Æ

) � 2

�(�

n

�Æ)

)

jd(a; b

2

n+Æ

)� d(a; a

2

Æ

)j � 2

�(�

n

�Æ)

et omme d(a; b

2

n+Æ

) � 2

�(n�Æ�1)

;

j lg d(a; b

2

n+Æ

)� lg d(a; a

2

Æ

)j � 1)

j�

n+Æ

� �

Æ

j � 1: (3.9)

Nous sommes maintenant en mesure de pouvoir d�emontrer le:

Lemme 1. Ave les onditions (C), il existe M tel que pour tout n

0

> n � 1, on

a:

A

n

0

� A

n

�M(n

0

� n) lgn

0

:
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D�emonstration. Raisonnons par r�eurrene sur n

0

� n; il suÆt de trouver un M ,

tel que A

n+1

� A

n

� M lg(n + 1), pour tout n � 1. Or A

n+1

� A

n

= Cardfk �

nj�

k

> n � kg. Soient alors 0 = n

0

< n

1

< � � � < n

j

� n les nombres tels que

�

n

i

> n� n

i

. Pour 0 � i � j et Æ � (n� n

i

� 2)=(C + 1), on a:

�

Æ

� CÆ � (n� n

i

� 2)(1�

1

C + 1

) � n� n

i

� 2� Æ � �

n

i

� Æ � 2:

Don d'apr�es (9), on a �

n

i

+Æ

� �

Æ

+ 1, d'o�u �

n

i

+Æ

� n� n

i

� Æ et

n

i+1

� n

i

�

n� n

i

� 2

C + 1

:

Par r�eurrene, il s'en suit que:

n

i

� (1�

�

C

C+1

�

i

)(n� 2):

En partiulier:

n� 3 � n

j�3

� (1�

�

C

C+1

�

j�3

)(n� 2); d'o�u

j � 3 �

lg(n� 2)

lg

�

C+1

C

�

:

Alors A

n+1

�A

n

= j �M

0

lg(n+1), pour M

0

= 2= lg((C +1)=C) et tout n �a partir

d'un ertain rang N . Pour �nir, il suÆt de poser

M = max

�

M

0

;

A

2

� A

1

lg 2

; � � � ;

A

N

� A

N�1

lgN

�

. ~

Lemme 2. Soit b de module 1. Alors:

B

b;n

=

n�1

X

k=0

min(�

k

; nC) +O(n);

le terme d'erreur �etant uniforme en b. En partiulier dans le as � = �, on a:

A

n

=

n�1

X

k=1

�

k

+O(n):

D�emonstration. D'abord, posons C

0

= 3C

2

+ 11C + 5. Ensuite raisonnons par

r�eurrene. Plus pr�eis�ement, supposons par r�eurrene qu'on ait l'in�egalit�e suivante

pour tout n

0

< n:

n�1

X

k=1

�

k

� A

n

� C

0

n

0

: (3.10)
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Alors montrons qu'on a l'in�egalit�e pour n

0

= n et don pour tout n

0

par r�eurrene.

Cei nous donne le as partiulier du lemme. Par ailleurs, toujours sous l'hypoth�ese

de r�eurrene, on montrera �egalement que:

0 �

n�1

X

k=0

min(�

k

; Cn)� B

b;n

� C

0

n:

Cei ah�evera bien la d�emonstration du lemme.

Fixons don b de module 1. Comme pour n = 0 il n'y a rien �a d�emontrer, on

peut supposer que n > 0. Soient 0 � n

0

< n

1

< � � � < n

j

< n

j+1

= n les nombres

d�e�nis par

8

<

:

n

0

= minfk � 0 j�

k

> n� kg

n

1

= minfk > n

0

j�

k

> n� kg

n

i

= minfk > n

i�1

j�

k

> �

n

i�1

� (k � n

i�1

)� 2g , pour 2 � i � j:

Alors pour Æ � (n� n

0

� 2)=(C + 1), on trouve �

Æ

� n� n

0

� 2� Æ � �

n

0

� Æ � 2.

Puis en utilisant (9), on obtient n

1

� n

0

� (n � n

0

� 2)=(C + 1). Cei nous donne

en�n:

n

1

�

n� 2

C + 1

:

Soit maintenant 1 � i � j � 1. Pour Æ < (�

n

i

� 3)=(C + 1), on trouve �

Æ

�

�

n

i

� 3� Æ et en utilisant (9),

n

i

� n

i�1

� (�

n

i�1

� 3)=(C + 1):

Puis enore �a ause de (9), on a j�

k

� �

k�n

i�1

j � 1, pour n

i�1

< k < n

i

. Il s'en suit

que:

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

�

k�n

i�1

+ n

i

� n

i�1

�

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

�

k

�

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

min(�

k

; n� k)

�

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

min(�

k

; n

i

� k)

�

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

min(�

k�n

i�1

; n

i

� k)� (n

i

� n

i�1

)

= A

n

i

�n

i�1

� 2(n

i

� n

i�1

):
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Or, omme n

i

� n

i�1

< n, on a d'apr�es (10):

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

�

k�n

i�1

� A

n

i

�n

i�1

� C

0

(n

i

� n

i�1

): (3.11)

Il s'en suit que:

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

�

k

�

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

min(�

k

; n� k) � (C

0

+ 3)(n

i

� n

i�1

):

Par ailleurs on avait montr�e �

n

i

� 3 < (C + 1)(n

i+1

� n

i

), don:

j

X

i=0

�

n

i

� �

n

0

+ �

n

j

+ (C + 1)

 

j�1

X

i=2

n

i+1

� n

i

!

+ 3(j + 1)

� �

n

0

+ �

n

j

+ (C + 4)n)

j

X

i=0

min(�

n

i

; Cn) � (3C + 4)n:

En rassemblant tous les moreaux, on obtient:

0 �

n�1

X

k=0

min(�

k

; Cn) �B

b;n

=

j

X

i=0

min(�

n

i

; Cn)� (n� n

i

) +

j

X

i=1

n

i+1

�1

X

k=n

i

+1

min(�

k

; Cn)�min(�

k

; n� k)

�

j

X

i=0

min(�

n

i

; Cn) +

j

X

i=1

(C

0

+ 3)(n

i+1

� n

i

)

� (3C + 4)n + (C

0

+ 3)(n� n

1

)

� (3C + 4)n + (C

0

+ 3)(1�

1

C + 1

))n+

2

C + 1

� C

0

n:

En partiulier, lorsque b = a, on obtient:

n�1

X

k=1

�

k

� A

n

n�1

X

k=0

min(�

k

; Cn)� A

n

� Cn � C

0

n

Cei est la relation (10), pour n

0

= n. ~
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Lemme 3. Soit b de module 1. Il existe une suite fp

i

g, ave des termes poten-

tiellement in�nis, telle que

B

b;n

= A

p

0

+ � � �+ A

p

j

+ A

r

+O(n);

pour tout n = p

0

+ � � � + p

j

+ r, ave 1 � r � p

j+1

. De plus le terme d'erreur est

uniforme en b.

D�emonstration. Soit la suite n

0

= 0 < n

1

< � � � telle que pour tout i � 1, n

i

soit le plus petit nombre plus grand que n

i�1

et tel que �

n

i

soit plus grand que

�

n

i�1

� (n

i

� n

i�1

). Montrons que la suite fp

i

g d�e�nie par p

i

= n

i+1

� n

i

onvient.

Reprenons les notations du lemme pr�e�edent. D'apr�es (10), on a:

A

p

0

+ A

p

1

+ � � �+ A

p

j

+ A

r

=

=

j�1

X

i=0

p

i

�1

X

k=1

�

k

+

r�1

X

k=1

�

k

+O(n)

=

j�1

X

i=0

n

i+1

�1

X

k=n

i

+1

�

k�n

i

+

n�1

X

k=n

j

+1

�

k�n

j

+O(n):

Puis, remarquons que pour les mêmes raisons que dans la d�emonstration du lemme

pr�e�edent, on a:

�

n

i

� 3 � (C + 1)(n

i+1

� n

i

) , d'o�u

j

X

i=0

min(�

n

i

; Cn) = O(n):

D'autre part, d'apr�es (9), on a j�

k

� �

k�n

i

j � 1, pour n

i

< k < n

i+1

ou n

j

< k < n.

On en d�eduit:

B

b;n

=

n�1

X

k=0

min(�

k

; Cn) +O(n)

=

j�1

X

i=0

n

i+1

�1

X

k=n

i

min(�

k

; Cn) +

n�1

X

k=n

j

min(�

k

; Cn) +O(n)

=

j�1

X

i=0

n

i+1

�1

X

k=n

i

min(�

k�n

i

; Cn) +

n�1

X

k=n

j

min(�

k�n

j

; Cn) +

j

X

i=0

min(�

n

i

; Cn) +O(n)

=

j�1

X

i=0

n

i+1

�1

X

k=n

i

+1

�

k�n

i

+

n�1

X

k=n

j

+1

�

k�n

j

+O(n):
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Finalement on remarque que tous les termes d'erreur utilis�es sont uniformes en b,

d'o�u le lemme. ~

D�emontrons maintenant le th�eor�eme prinipal de ette setion:

Th�eor�eme 1. Lorsque les onditions (C) sont v�eri��ees, on a A

n

� B

n

.

D�emonstration. Supposons qu'on ait (8) pour ertains � et N . D'apr�es le lemme

3 on peut �erire pour tout b de module 1:

B

b;n

= A

p

0

+ � � �+ A

p

j

+O(n);

pour ertains nombres p

0

; � � � ; p

j

de somme n. Alors:

B

b;n

=

X

i;p

i

<N

A

p

i

+

X

i;p

i

�N

A

p

i

+O(n):

Or

X

i;p

i

<N

A

p

i

� n max

0<k<N

A

k

k

= O(n)

et d'autre part:

X

i;p

i

�N

A

p

i

A

n

�

X

i;p

i

�N

p

i

�n

�

1

�

:

D'o�u:

B

b;n

A

n

�

1

�

+O(

n

A

n

) =

1

�

+ o(1):

Le terme reste �etant uniforme en b, pour tout �

0

< �, on a don �a partir d'un ertain

rang:

B

n

�

1

�

0

A

n

:

Cei �etant vrai pour tout � < 1, on a don A

n

� B

n

. ~

Remarque. Nous pensons qu'on a même la hose suivante: Lorsque les deux

premi�eres onditions de (C) sont v�eri��ees alors il y a �equivalene entre la trosi�eme

proposition et la proposition A

n

� B

n

.

3.4 Sur la diversit�e de omportements possibles

de lg

^

f

n

On dira qu'une fontion h : R

+

! R

+

est r�eguli�ere, si:

�

�

h(x) = h(x)=x est roissante et tend vers l'in�ni.
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� 9M 8x

0

>x

�

h(x

0

)�

�

h(x) �M lg

x

0

x

.

Remarquons que toute fontion r�eguli�ere h v�eri�e n�eessairement x � h(x) � x lg x.

Si h est d�erivable, alors la deuxi�eme ondition est notamment v�eri��ee si

�

h

0

(x) � 1=x.

En partiulier toute fontion d�erivable h telle que

1

x lg x

�

�

h

0

(x) �

1

x

est r�eguli�ere; Cei nous permet d'assoier injetivement une fontion r�eguli�ere �a

haque fontion ontinue asymptotiquement omprise entre 1=(x lg x) et 1=x.

Montrons maintenant omment on peut onstruire des a de module 1, tels que

lg

^

f

n

ait le même omportement que h(lgn), �a un fateur onstant pr�es, �etant donn�ee

une bonne fontion h. Fixons d'abord quelques notations. Pour a de module 1, on

pose

arg a

2�

=

1

X

i=1

a

i

2

i

; ave a

i

2 f0; 1g:

Sinon pour a

0

de module 1, on d�e�nit A

0

n

; �

0

n

; et. de la même fa�on que pour a.

D�emontrons tout d'abord quelques lemmes:

Lemme 4. Soient a et a

0

de module 1 et N tel que d(a; a

0

) � 2

�N

. Alors:

(a) j�

k

� �

0

k

j � 1, pour tout k, tel que �

k

� N � k � 3.

(b) jA

n

� A

0

n

j � 3n, pour tout n � N .

() Si d(a; 1) � 2

�(N�1)

, alors j lg d(a; 1)� lg d(a

0

; 1)j � 1.

D�emonstration. Pour tout k, on a:

jd(a; a

2

k

)� d(a

0

; a

0

2

k

)j � d(a; a

0

) + d(a

2

k

; a

0

2

k

) � 2

k+1�N

:

En partiulier, si �

k

� N � k � 3 (et de même si �

0

k

� N � k � 3), alors:

� lg d(a; a

2

k

) � �

k

+ 1 � N � (k + 2))

) d(a; a

2

k

) � 2

k+2�N

) j lg d(a; a

2

k

)� lg d(a

0

; a

0

2

k

)j � 1

) j�

k

� �

0

k

j � 1:

Il s'en suit que pour n � N :

jA

n

� A

0

n

j �

n�1

X

k=0

jmin(�

k

; n� k)�min(�

0

k

; n� k)j � 3n:

Finalement () est trivial. ~

Maintenant soit n un entier. On dira que (a; n) v�eri�e la propri�et�e (P) ssi:



3.4. SUR LA DIVERSIT

�

E DE COMPORTEMENTS POSSIBLES DE LG

^

F

N

53

� 8k�n�(�

n

+3) a

k

= 0.

� 81�k�n�(�

n

+3) �

k

� n� k � 3.

� n � (�

n

+ 3)

2

.

Si (a; n) v�eri�e la propri�et�e (P), d�e�nissons pour tout entier p � 2 le nombre a

0

=

�

p;n

(a) de module 1 par a

0

k

= a

((k�1)modn)+1

, pour k < pn et a

0

k

= 0, sinon. Calulons

maintenant les �

0

k

, d�e�nis par ette transformation:

Lemme 5. Si la paire (a; n) v�eri�e la propri�et�e (P), alors les autoorr�elateurs de

a

0

= �

p;n

(a) v�eri�ent les relations suivantes:

(a) Pour k < n� �

n

� 3, on a j�

0

k

� �

k

j � 1.

(b) Pour n� �

n

� 3 � k < n, on a �

0

k

� �

n

+ 2.

() Pour n � k < pk � �

n

� 3; nj=k, on a j�

0

k

� �

0

kmodn

j � 1.

(d) Pour n � k < pk � �

n

� 3; njk, on a j�

0

k

� (pn� k)j � �

n

+ 1.

(e) Pour k � pn� �

n

� 3, on a j�

0

k

� �

n

j � 1.

D�emonstration. (a) d�eoule diretement du lemme pr�e�edent.

Puis pour n� �

n

� 3 � k � n, soit a

00

de module 1 tel que arg a

00

= arg a=2

n�k

.

Alors:

jd(a

0

; a

0

2

k

)� d(a; a

00

)j � d(a; a

0

) + d(a

00

; a

0

2

k

) � 2

�(n�1)

:

Comme par ailleurs d(a; a

00

) = (1�2

k�n

)d(a; 1) � 2

�(�

n

+1)

� 2

�(n�2)

, on a d(a

0

; a

0

2

k

) �

2

�(�

n

+2)

, d'o�u (b).

Ensuite, on a �

n

= b� lg d(a; 1) = b� lg(arg a=2�). On en d�eduit que a

k

= 1,

pour un ertain k � �

n

+1. Pour n � k < pn��

n

�3, les d�eveloppements en binaire

de arg a

0

2

k

=2� et arg a

0

2

kmodn

=2� ont don au moins pn � k et au plus pn + �

n

� k

hi�res en ommun au d�ebut. On en d�eduit:

2

�(pn+�

n

+1�k)

� d(a

0

2

k

; a

0

2

kmodn

) � 2

�(pn�k)

:

Or dans le as o�u njk, ei nous donne (d).

Dans l'autre as, en utilisant

�

�

0

kmodn

�n� (k mod n)� 2� pn� k � 2; si k mod n < n� �

n

� 3

�

0

kmodn

� �

n

+ 1 � pn� k � 2; sinon,

on trouve ().

Finalement, pour k � pn� �

n

� 3, on trouve:

jd(a

0

; a

0

2

k

)� d(a; a

2

n

)j = jd(a

0

; 1)� d(a; 1)j � 2

�n

:

Or d(a; 1) � 2

�(�

n

+1)

� 2

�(n�1)

, d'o�u (e). ~
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Corollaire 1. La paire (a

0

; n

0

) v�eri�e la propri�et�e (P), pour n

0

� pn + �

n

+ 4.

D�emonstration. On a j�

n

� �

0

n

0

j = jb� lg (

.

a; 1) � b� lg (

.

a

0

; 1)j � 1, d'apr�es le

lemme 4(). Ensuite toutes les onditions se v�eri�ent trivialement. ~

Corollaire 2. On a �

0

k

� (p+ 1)k, pour tout k � n. ~

Corollaire 3. On a

�

�

�

�

A

0

n

0

�

�

qA

n

+ A

r

+

q

2

2

�

�

�

�

�

� 10n

0

, pour n

0

= qn + r, o�u

1 � q � p et 0 � r � n.

D�emonstration. On a:

A

n

= n+

n��

n

�4

X

k=1

�

k

+

n�1

X

k=n��

n

�3

min(�

k

; n� k);

A

0

n

0

=

q�1

X

q

0

=0

(

0

X

k=0

+

n���4

X

k=1

+

n�1

X

k=�

n

�3

)

min(�

0

q

0

n+k

; n

0

� k) +

qn+r�1

X

k=qn

min(�

0

n

; n

0

� k):

Or:

n�1

X

k=n��

n

�3

min(�

k

; n� k) � (�

n

+ 3)

2

;

�

�

�

�

�

q�1

X

q

0

=0

min(�

0

q

0

n

; n

0

� k)�

1

2

q(r +

q + 1

2

n)

�

�

�

�

�

� q(�

n

+ 3);

�

�

�

�

�

q�1

X

q

0

=0

n��

n

�4

X

k=1

�

0

q

0

n+k

� q

n��

n

�4

X

k=1

�

k

�

�

�

�

�

� 2qn;

q�1

X

q

0

=0

n�1

X

k=n��

n

�3

min(�

0

q

0

n+k

; n

0

� k) � q(�

n

+ 3)

2

;

�

�

�

�

�

n

0

�1

X

k=qn

min(�

0

k

; n

0

� k)�

r�1

X

k=0

min(�

0

k

; n� k)

�

�

�

�

�

� 2r + 2(�

n

+ 3)

2

:

D'o�u le r�esultat en sommant et en utilisant (�

n

+ 3)

2

� n. ~

Corollaire 4. On a

�

�

�

�

A

0

n

0

�

�

A

n

�

p

2

�

�

�

� �

n

+ 14, pour n

0

= pn + �

n

+ 4.
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D�emonstration. On a:

j

�

A

0

n

0

�

�

A

pn

j �

�

�

�

�

A

0

pn

n

0

�

A

0

pn

pn

�

�

�

�

+

(�

n

+ 4)(�

n

+ 1)

n

0

� (�

n

+ 4)

A

pn

pnn

0

+ 1

� �

n

+ 3:

On onlut en appliquant le orollaire pr�e�edent. ~

On est maintenant en mesure de d�emontrer le th�eor�eme prinipal:

Th�eor�eme 2. Soient a

0

de module 1, " > 0 et h une fontion r�eguli�ere. Alors il

existe un a de module 1, tel que ja� a

0

j < " et lg

^

f

n

� h(lgn).

D�emonstration. Quitte �a remplaer a

0

par un nombre prohe et �a prendre n

suÆsamment grand, on peut supposer sans perdre de g�en�eralit�e qu'il existe un n tel

que (a

0

; n) v�eri�e la propri�et�e (P) et (2�)2

�n

< ". Soit M une onstante telle que

8x

0

>x

�

h(x

0

)�

�

h(x) �M lg

x

0

x

: (3.12)

Posons K = 2(M + �

0

n

+ 15). Enore sans perdre de g�en�eralit�e on peut supposer

que n est suÆsamment grand pour que

�

h(n) �

�

A

0

n

+K.

On va onstruire une suite f(a

(i)

; n

i

)g de ouples v�eri�ant la propri�et�e (P) et

telle que a

(i)

k

= a

0

k

, pour tout i et k < n. On en d�eduit d�ej�a j�

0

n

� �

(i)

n

i

j � 1, pour

tout i (omme dans dans la d�emonstration du orollaire 1). On prend (�

(1)

; n

1

) =

(�

n;p

(a

0

); np+�

0

n

+4), ave p minimal tel que

�

A

(1)

n

1

�

�

h(n

1

)�K. Un tel p existe, ar

le premier membre rô�t en p (orollaire 3) et le deuxi�eme en lg p (�a ause de (12)).

Comme de plus

�

A

(1)

n

1

�

�

A

(1

0

)

n

1

�p

� 2(�

n

+ 14)+ 1=2 � K, pour a

(1

0

)

= �

n;p�1

et omme

�

h est roissant, on a même

�

h(n

1

)�K �

�

A

(1)

n

1

�

�

h(n

1

):

Construisons les autres ouples par r�eurrene. Fixons un P tel que P � 2(2K+

M lg(P + 1)) et supposons par r�eurrene que pour un ertain i � 1 on ait:

�

h(n

i

)�K �

�

A

(i)

n

i

�

�

h(n

i

): (3.13)

Alors on prend a

(i+1)

= �

n

i

;P

(a

(i)

) et n

i+1

suÆsamment grand pour que (a

(i+1)

; n

i+1

)

v�eri�e la propri�et�e (P) et pour qu'on ait la relation (13), pour i + 1 au lieu de i.

Cei est possible, ar d'apr�es le orollaire 3 et la hoix de P , on a

�

A

(i+1)

n

0

i+1

�

�

h(n

0

i+1

),

pour n

0

i+1

= Pn

i

+ �

(i)

n

i

+ 4. Sinon, omme

�

h(k) �

�

A

(i+1)

k

tend vers l'in�ni, on peut

prendre n

i+1

= minfk � n

0

i+1

j

�

h(k) �

�

A

(i+1)

k

g. Finalement j

�

h(n

i+1

)�

�

h(n

i+1

� 1)j +

j

�

A

(i+1)

n

i+1

�

�

A

(i+1)

n

i+1

�1

j �M + 1 � K.
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Alors soit a la limite des a

(i)

et montrons que a est le nombre d�esir�e dans le

th�eor�eme. D'apr�es sa onstrution, on a a

k

= a

(i)

k

, pour tout i et k < n

i

. Il s'en suit

en partiulier que d(a; a

0

) < 2

�n

, d'o�u ja� a

0

j � ".

Puis posons C = 2+max(�

(1)

1

=1; � � � ; �

(1)

n

1

=n

1

; P ). Montrons alors que �

(i)

k

� Ck,

pour tout i; k � 1. Cei est �evident pour i = 1. Supposons don i � 2. Si

1 � k < n

1

, on a j�

(i)

k

� �

(1)

k

j � 1, d'apr�es le lemme 4(a). On en d�eduit �

(i)

k

� Ck.

Si n

j�1

� k < n

j

, pour un ertain 1 < j < i, alors d'apr�es le lemme 4(a), on

a j�

(i)

k

� �

(j)

k

j � 1 et en utilisant le orollaire 2, on en d�eduit �egalement �

(i)

k

�

(P + 1)k + 1 � Ck. En�n, pour k � n

i

, 'est enore le orollaire 2. Par passage �a

la limite on en tire �

k

� (C + 1)k, pour tout k � 1.

Il nous reste �nalement �a montrer que

�

h(k) �

�

A

k

; E�etivement, omme

�

h est

roissante, ei implique que A

n

est surlin�eair de param�etre �, pour tout � < 1. On

onlut en appliquant le th�eor�eme 1.

Posons �

i

= maxfj

�

h(k) �

�

A

k

j j n

i�1

� k < n

i

g, pour tout i � 1 et onvenons

que n

0

= 1. Soit i � 2 et n

i�1

� k < n

i

. Si k � n

0

i

, on a d'apr�es la onstrution de

(a

(i)

; n

i

):

�

h(n

0

i

) �

�

h(k) �

�

A

(i)

k

�

�

A

(i)

n

0

i

:

Sinon, si Pn

i�1

� k � n

0

i

, on a:

j

�

h(k)�

�

A

(i)

k

j � j

�

h(Pn

i�1

� 1)�

�

A

(i)

Pn

i�1

�1

j �M + �

n

+ 5:

En utilisant le lemme 4(b), on en d�eduit:

�

i

� maxfj

�

h(k)�

�

A

k

j j n

i�1

� k � Pn

i�1

g+M + �

n

+ 17:

Finalement, supposons k = qn

i�1

+ r, ave q < P et r < n

i�1

. Pour un ertain

j < i, nous avons n

j�1

� r < n

j

. Alors en utilisant le lemme 4(b), le orollaire 3,

(12) et (13), on a:

j

�

h(k)�

�

A

k

j � j

�

h(k)�

�

A

(i)

k

j+ 3

�

�

�

�

�

h(k)�

�

qn

i�1

k

�

A

(i�1)

n

i�1

+

r

k

�

A

(i�1)

r

�

�

�

�

+

P

2n

i�1

+ 13

�

�

�

�

�

h(k)�

�

qn

i�1

k

�

A

(i�1)

n

i�1

+

r

k

�

A

r

�

�

�

�

+ P + 16

�

�

�

�

�

h(k)�

�

qn

i�1

k

�

h(n

i�1

) +

r

k

�

h(r)

�

�

�

�

+

r

k

�

j

+ P +K + 16

�

r

k

�

j

+M

�

qn

i�1

k

lg

k

n

i+1

+

r

k

lg

k

r

�

+ P +K + 16

�

1

2

�

j

+M(lgP + e lg e) + P +K + 16:

Au total, nous obtenons don:

�

i

�

1

2

max(�

1

; � � � ; �

i�1

) + Cte;
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o�u la onstante ne d�epend pas de i. Mais ei implique que les �

i

restent born�es,

d'o�u

�

h(k) �

�

A

k

, ar

�

h tend vers l'in�ni. ~

3.5 Conlusion

Dans un ertain sens la ontribution de e hapitre est n�egative; E�etivement, le

th�eor�eme 2 montre l'inexistane d'un d�eveloppement asymptotique g�en�eral pour les

suites mahl�eriennes. Cei est une situation, qu'on ne renontre pas tr�es souvent

pour des s�eries g�en�eratries v�eri�ant une �equation simple. Regardons don l'int�erêt

de e th�eor�eme dans un adre plus large.

Consid�erons les fontions g v�eri�ant une �equation onstruite �a partir de g; z;+; �;
^
Æ,

les onstantes omplexes (qu'on appelle les param�etres de l'�equation) et �eventuellement

la d�erivation. Ii on d�e�nit
^
Æ par a(z)

^
Æb(z) = a(zb(z)). Ce genre de fontions ouvre

une tr�es grande lasse de fontions relevant de la ombinatoire et de l'analyse.

Or l'asymptotique de e genre de fontions est souvent mirauleusement simple.

Jusqu'au pr�esent, on a renontr�e peu de types de omportements possibles. Cei

est dû au fait qu'on se trouve souvent dans le as, o�u la plus petite singularit�e est

isol�ee (souvent 'est même un pôle simple, omme dans le as de f si jaj < 1). Mais

même dans le as o�u la plus petite singularit�e n'est pas isol�ee, omme par exemple

dans le as des arbres 2-3, o�u g v�eri�e l'�equation

g(z) = g(z

2

+ z

3

) + z;

le omportement est enore assez \simple" et admet un �equivalent exprimable dans

une �ehelle habituelle (voir [Odl 82℄). Cei est dû au fait que la singularit�e prinipale

est un point d'aumulation de singularit�es de module plus grand.

De plus, dans la plupart des as, quand on modi�e l�eg�erement les param�etres dans

l'�equation de g, on trouve souvent un omportement \voisin". Plus pr�eis�ement, le

nombre de types de omportements qu'on peut obtenir en variant l�eg�erement les

param�etres est �ni. En plus, dans le as o�u le type ne hange pas, les \param�etres

du type" ne varient que l�eg�erement.

Ce hapitre donne une exeption �a ette \r�egle". E�etivement on montre qu'il

y a une in�nit�e de omportements di��erents pour f

n

, quand on fait varier a sur le

erle d'unit�e, même si on ne onsid�ere que des l�eg�eres variations.

Dans le adre que nous venons de �xer, l'�equation de f est don \singuli�ere" dans

un ertain sens. Une question int�eressante qui reste don �a �etudier est de savoir �a

quel moment on se trouve dans une telle situation. Nous avons l'impression que la

propri�et�e essentielle distinguant e as du as \normal" est que f admet un erle

de entre O omme fronti�ere naturelle, si jaj � 1. On peut don s'attendre �a e que
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les �equations suivantes soient �egalement \singuli�eres":

g(z

2

) = (1� z)g

0

(z) + g(z)

2

;

g(2z) = (1� z)g(z);

g(z

2

) = (1� z)g(z)g(z

3

); � � �

On pourrait aussi �etudier des produits du style:

g(z) =

1

Y

k=0

1

1� z

k

=a

En revanhe les �equations suivantes ne sont pas singuli�eres:

g(z

2

) = (1� z)g(z)g(z

2

+ z

5

);

g(z) = zg(zg(z)) + z; � � �

N�eanmoins, même dans le as des �equations singuli�eres, on peut souvent dire

quelque hose quand même. Premi�erement, si jaj > �, nous avons montr�e qu'on a

un �equivalent de

^

f

n

. Pour jaj > 1 il y a d'ailleurs de bonnes hanes de pouvoir

obtenir �egalement un �equivalent simple de

^

f

n

. En utilisant des fontions un peu

moins habituelles, omme la fontion \sommes des hi�res de n en base 2", on

pourra peut-être même obtenir un �equivalent de f

n

. D'ailleurs le as o�u on onnâ�t

un �equivalent de

^

f

n

, mais pas de f

n

, est d�ej�a plus fr�equent en asymptotique.

Deuxi�emement, en ombinatoire, omme les s�eries g�en�eratries ont normalement

des oeÆients r�eels et même entiers, a ne pourra pas prendre n'importe quelle

valeur dans la pratique. En revanhe, le th�eor�eme 2 montre bien, qu'il y a peu de

hanes de renontrer des d�eveloppements lassiques pour

^

f

n

, d�es qu'on prend des

nombres de module 1 pour a, qui ne sont pas raine d'unit�e.
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Appendix A

Sur l'asymptotique des suites

mahl�eriennes

A.1 Introdution

Comme nous le disions d�ej�a dans la pr�efae nous n'avons pas eu le temps de traiter

en profondeur l'aspet asymptotique des suites mahl�eriennes, sauf dans le hapitre 3,

o�u nous avons montr�e que ertaines suites n'ont probablement pas de d�eveloppement

asymptotique lassique. Dans ette appendie nous nous proposons de donner une

id�ee des r�esultats obtenus par d'autres, par nous et des r�esultats �a obtenir.

On viens d'indiquer qu'un traitement g�en�eral de l'asymptotique des suites mahl�e-

riennes n'est sans doute pas faisable et est ertainement loin d'être ahev�e de nos

jours. En revanhe, on a obtenu des r�esultats onvenables pour d'assez grandes

lasses de suites et les m�ethodes utilis�ees peuvent se g�en�eraliser dans ertains as.

Consid�erons d'abord l'�equation de Mahler lassique:

a

0

(z)f(z) + � � �+ a

n

(z)f(z

2

n

) = b(z):

Le omportement des oeÆients de Taylor f

n

de f(z) d�epend essentiellement de

a

0

(z). Si a

0

admet des raines �a l'int�erieur du erle de rayon 1, on a juste une �etude

lassique d'analyse de singularit�es �a faire. Si les jf

n

j sont born�es par un polynôme

en n, alors on peut utiliser la transformation de Mellin, e qui donne même des

solutions exates dans ertains as. Dans e as o�u la suite mahl�erienne ff

n

g est

r�eguli�ere, on a une repr�esentation lin�eaire de la suite, e qui entrâ�ne non seulement

que les jf

n

j sont born�es par un polynôme en n, mais e qui nous donne �egalement

une majoration, voir même un �equivalent de

^

f

n

.

Le dernier as, o�u les jf

n

j ne sont pas born�es par un polynôme en n (e qui

entrâ�ne que a

0

admet au moins une raine de module 1) pr�esente le plus de dif-

�ult�es. Dans le hapitre 3 on a vu qu'il y a peu de hanes de pouvoir donner

un d�eveloppement asymptotique lassique dans le as g�en�eral. Si a

0

n'admet que

des raines d'unit�es omme raines de module 1, on esp�ere �a nouveau pouvoir dire

60
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quelque hose. On sait par exemple donner un d�eveloppement asymptotique des

produits in�nis renontr�es dans le hapitre 3, lorsque a est raine d'unit�e (voir [Mah

40℄,[Bru 58℄ et [Dum 93℄). N�eanmoins, il sera souhaitable de g�en�eraliser e r�esultat,

ar ei permettra par exemple de faire des �etudes statistiques plus �elabor�ees sur le

probl�eme de partition de Mahler et autres.

Remarquons en�n qu'il faudrait �egalement se poser le probl�eme en fontion de

quoi on veut obtenir des d�eveloppements asymptotiques des suites mahl�eriennes.

Le alul asymptotique a �et�e invent�e pour rapidement pouvoir donner des bonnes

approximations des valeurs prises par une suite f

n

(ou autre) pour des grands n.

Dans e adre on peut noter que les suites r�eguli�eres sont en soi d�ej�a des bonnes

approximations d'elles-mêmes, ar le temps de alul de f

n

est polynômial en lgn

sur C et en lgn sur un orps �ni. N�eanmoins, ette observation ne donne pas

de r�eponse �a l'interd�ependane entre le omportement asymptotique de di��erentes

suites r�eguli�eres et lassiques. La question plus pr�eise qu'on n'a pas enore r�esolue

est la suivante: Est-e qu'il existe un ensemble naturel de suites r�eguli�eres, lassiques

et d'op�erations, tel qu'on peut exprimer le omportement asymptotique de haque

suite r�eguli�ere en fontion de es suites en utilisant es op�erations? Bien entendu,

apr�es, nous nous posons la même question pour des suites mahl�eriennes et leurs

g�en�eralisations.

A.2 Sur l'exploit de la transformation de Mellin

La possibilit�e d'utiliser la transformation de Mellin repose sur deux hoses:

� Il faut que les jf

n

j soient born�es par un polynôme en n, pour que la s�erie de

Dirihlet

F (s)

d�ef

=

1

X

n=1

f

n

n

s

onverge �a partir d'une ertaine abisse.

� Le fait que si f(z)! F (s), alors f(z

k

)! F (s)=k

s

.

L'�equation fontionnelle de f se traduit alors en une �equation fontionnelle pour

F , ave la seule pr�eaution de supposer f

0

= 0 (e qui n'est pas grave, omme le

leteur pourra v�eri�er). Ensuite, on applique la formule de Mellin-Perron pour trou-

ver l'asymptotique d'une ertaine it�er�ee de la fontion sommatoire de ff

n

g. Lorsque

les ff

n

g se omportent de fa�on suÆsamment lisse ou lorsqu'on peut appliquer e

pro�ed�e �a une d�eriv�ee it�er�ee de ff

n

g, ei nous donne l'asymptotique des ff

n

g. Re-

marquons �egalement que parfois, l'aspet formel de la transformation de Mellin suÆt

pour pouvoir obtenir des solutions exates pour les oeÆients ff

n

g.
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Exemple 1. Consid�erons l'�equation de Mahler �a oeÆients onstants et �a seond

membre P (z)=Q(z) 2 C (z):

a

0

f(z) + � � �+ a

n

f(z

2

n

) =

P (z)

Q(z)

: (A.1)

On suppose que les raines de Q sont soit de module sup�erieur �a 1, soit des raines

d'unit�e. Comme l'�equation est lin�eaire, on peut d�eomposer P (Z)=Q(Z) en �el�ements

simples et sans perdre de g�en�eralit�e, on peut supposer que P (z)=Q(z) est soit de la

forme z

k

, soit de la forme 1=(1� az)

k

.

La suite ff

n

g est r�eguli�ere et on peut don appliquer la m�ethode. On obtient

(o�u G(s) est la transform�ee de P (z)=Q(z)):

�

a

0

+ � � �+

a

n

2

sn

�

F (s) = G(s):

A nouveau, on peut d�eomposer 1=(a

0

+ � � � + a

n

2

�sn

) en �el�ements simples et la

solution g�en�erale de l'�equation est don une ombinaison lin�eaire de fontions qui

v�eri�ent des �equations plus simples. Sans perdre de g�en�eralit�e on peut don supposer

que:

F (s) =

G(s)

(1� b2

�s

)

m

: (A.2)

En retransformant ette �equation dans l'autre sens, il est faile d'obtenir des solu-

tions expliites. Ainsi, si P (z)=Q(z) est juste un polynôme en z, nous obtenons:

f(z) =

1

X

n=0

b

n

R(n)P (z

2

n

);

pour un ertain polynôme R. Supposons maintenant que P (z)=Q(z) = 1=(1� az)

k

.

Traitons d'abord le as l = 1. On a la r�eurrene suivante pour les f

n

:

�

f

2n

= bf

n

+ a

2n

;

f

2n+1

= a

2n+1

:

Cei onduit �a l'expression expliite:

f

2

k

(2n+1)

= a

2n+1

b

k

'(a; b)

k

; o�u

'(a; b)

k

=

k

X

j=0

a

2

k

b

k

:

Si jaj < 1, '(a; b)

k

onverge tr�es vite, lorsque k tend vers l'in�ni. En revanhe, �a

l'exeption de la formule sommatoire, nous n'avons pas une expression �a l'aide des
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fontions habituelles de '(a; b)

k

. Si a est une raine de l'unit�e, les a

2

k

ne prennent

qu'un nombre �ni de valeurs. En regroupant, '(a; b)

k

est alors ombinaison lin�eaire

de s�eries g�eom�etriques en k. En�n, le as l > 1 donne lieu �a un peu plus de aluls,

mais se traite fondamentalement de la même mani�ere.

L'�equation (2) peut �egalement être utilis�ee pour obtenir le d�eveloppement asymp-

totique des s�eries sommatoires de f

n

(plus pr�eisement des s�eries doublement som-

matoires ou plus) en utilisant la formule de Mellin-Perron, pour m � 1 et  dans le

demi-plan de onvergene de F (s) (voir [Fla+ 91℄):

1

m!

n�1

X

k=1

f

k

�

1�

k

n

�

m

=

1

2�

Z

+i1

�i1

F (s)n

s

ds

s(s+ 1) � � � (s+m)

:

De plus, du fait qu'on a une expression expliite pour F (s), on obtient souvent des

solutions exates. En e�et, si a est raine de l'unit�e, la transform�ee de 1=(1� az)

n

est une s�erie de Dirihlet qui s'exprime �a l'aide de variantes de la fontion � de

Riemann. Ensuite, on peut souvent se servir de la formule suivante pour obtenir des

solutions exates:

Z

�

1

4

+1

�

1

4

�1

�(s)n

s

ds

s(s+ 1)

= 0:

Le leteur pourra par exemple v�eri�er que tous les exemples trait�es dans l'artile

[Fla+ 91℄, sauf l'exemple du nombre de nombres impairs dans le triangle de Pasal,

sont fond�es sur l'�equation fontionnelle (1).

Il y a un probl�eme ave la transormation f(z) ! F (s), lorsque les oeÆients

dans l'�equation de Mahler ne sont plus n�eessairement onstants, ou lorsqu'on on-

sid�ere des �equations di�di�s plus g�en�erales, �a ause du fait que si on onnait la

transform�ee de f(z), on n'a a priori pas d'expression simple pour la transform�ee de

zf(z), ni pour elle de f

0

(z). En revanhe, nous pouvons �erire formellement:

1

X

n=1

f

n

(n+ 1)

s

=

1

X

n=1

f

n

n

s

�

1 +

1

n

�

�s

=

1

X

n=1

1

X

k=0

�

�s

k

�

f

n

n

s+k

=

1

X

k=0

�

�s

k

�

1

X

n=1

f

n

n

s+k

=

1

X

k=0

�

�s

k

�

F (s+ k):

On v�eri�e que ette �eriture est justi��ee, lorsque s est dans le demi-plan de on-

vergene absolue de F et lorsque f

1

= 0, e qu'on peut supposer sans perdre de
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g�en�eralit�e (v�eri�ez le!). On a don une expression en s�erie pour la transform�ee de

zf(z) et il en est de même pour f

0

(z), omme on v�eri�e ais�ement. Il s'en suit que

si f(z) v�eri�e une �equation Mahlerienno-di��erentielle �a oeÆients polynômiaux et

�a seond membre (et si F (s) a un sens), alors on peut prolonger F analytiquement

en se servant de la transform�ee de ette �equation fontionnelle. En partiulier, on

peut loaliser ses singularit�es et, parfois, en tirer pro�t. Dans le as d'une �equation

de Mahler, on retrouve par exemple le r�esultat que les singularit�es sont une r�eunion

�nie de demi-r�esaux, bandes vertiales disr�etes et points isol�es (voir [AllCo 85℄).

Exemple 2. Consid�erons l'�equation

(1� az)f(z) = f(z

2

);

ave jaj < 1. En transformant, on obtient:

(1� a)F (s) +R(s) =

F (s)

2

s

:

Grosso modo, on peut don dire que f

n

a un omportement en n

� lg(1�a)�1

, si a > 1=2

et que les f

n

restent born�es sinon. Graphiquement, ei semble e�etivement être le

as, bien qu'il reste une �etude plus �ne �a faire.

Exemple 3. Consid�erons l'�equation suivante:

f(z) = (1 + z)f(z

2

) + (1 + z + z

2

)f(z

3

) + (1 + z + � � �+ z

5

)f(z

6

)� 2:

(A.3)

Cette �equation est la tradution de la r�eurrene suivante (voir [Erd+ 87℄):

�

f

0

=1;

f

n

=f

b

n

2



+ f

b

n

3



+ f

b

n

6



; pour n � 1:

Pour faire l'asymptotique des f

n

, il faut d'abord onnâ�tre la suite rrf

n

= f

n

�

2f

n�1

+f

n�2

, d�eriv�ee seonde de f

n

. Le r�esultat de stabilit�e par addition du hapitre

2 entrâ�ne que la s�erie formelle assoi�ee �a rrf

n

v�eri�e �egalement une �equation

fontionnelle du même type que (3). En appliquant notre m�ethode, on trouve alors

que f

n

tend vers une onstante et en raÆnant on peut même la aluler (on trouve

12= ln 432).

A.3 Autres m�ethodes et g�en�eralisations

La transformation de Mellin n'est pas la seule tehnique utile, lorsqu'on �etudie des

suites mahl�eriennes. Dans le as du probl�eme des paritions de Mahler (voir [Bru

58℄), on utilse par exemple la transformation de Mellin, ainsi que la m�ethode de
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ol, pour faire une �etude plus raÆn�ee. Cette d�emarhe se g�en�eralise d'ailleurs pour

d'autres suites mahl�eriennes (voir [Dum 93℄).

Par ailleurs, pour les suites r�eguli�eres, on peut utiliser leurs repr�esentations

lin�eaires pour obtenir de l'information asymptotique. En partiulier, ei nous per-

met de voir diretement, que les jf

n

j sont born�es par un polynôme en n. Dans sa

th�ese, Philippe Dumas donne �egalement une m�ethode pour aluler un �equivalent

de

^

f

n

, pour la plupart des suites r�eguli�eres. Nous pensons que ette m�ethode pourra

être l�eg�erement am�elior�e, pour valoir en toute g�en�eralit�e.

Pour ertains �equations, il faut transformer l'�equation a�n de pouvoir appliquer

la transformation de Mellin. Consid�erons par exemple l'�equation suivante:

f(z) = (1 + z)(f

0

(z

2

)� f(z

2

) +

1

1� z

2

:

Cette �equation donne lieu �a la r�eurrene:

�

f

2n

= nf

n

+ 1;

f

2n+1

= nf

n

:

Consid�erons maintenant la suite h

n

= f

n

=g

n

, o�u g

n

v�eri�e la r�eurrene:

�

g

2n

= ng

n

;

g

2n+1

= ng

n

:

Alors nous obtenons la r�eurrene suivante pour h

n

:

�

h

2n

= h

n

+

1

g

2n

;

h

2n+1

= h

n

:

La transform�ee au sens de la setion pr�e�edente de 1=g

2n

est une fontion enti�ere,

ar g

n

rô�t omme 2

lg

2

n

. Il s'en suit que les m�ethodes de la setion pr�e�edentes

s'appliquent �a la nouvelle r�eurrene. Cei est une situation assez g�en�erale lorsqu'on

onsid�ere des �equations Mahlerienno-di��erentiels. Nous ne savons pas s'ils existent

des probl�emes ombinatoires ou des algorithmes naturels, qui donnent lieu �a e genre

d'�equations.

En�n, il est lair que les suites mahl�eriennes se g�en�eralisent de beauoup de

fa�ons. On vient de voir qu'on peut onsid�erer des �equations mixtes, ave l'op�erateur

de d�erivation. On a �egalement vu qu'on peut simultan�ement onsid�erer des op�erateurs

du type f(z)! f(z

2

) et f(z)! f(z

3

), mais on pourrait ajouter tout op�erateur de la

forme f(z)! f(zg(z)). On pourrait �egalement onsid�erer des �equations en plusiers

variables, des �equations non lin�eaires, des syst�emes d'�equations, et. Il reste don

du travail �a faire pour la th�ese.

~
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