Chapter 1

Etude algébrique

1.1 Introduction

Le calcul différentiel est un des sujets les plus classiques en mathématique et les
mathématiciens se sont interessés a de nombreux aspects comme 1’étude algébrique,
I’étude analytique, I'étude des solutions, le comportement des coefficients d’une
solution analytique, etc... L’étude algébrique des équations différentielles donne lieu
a la définition d’un anneau différentiel: Un opérateur différentiel sur un anneau
A est une application linéaire d : A — A, vérifiant d(zy) = (dz)y + xdy, pour
tout z,y € A. Alors un anneau différentiel est un anneau muni d’un ensemble fini
d’opérateurs différentiels, qui commutent deux a deux.

Dans ce premier chapitre nous nous proposons de généraliser 1’étude algébrique
des anneaux différentiels. Pour ceci on introduit des opérateurs similaires aux opéra-
teurs différentiels: Un opérateur a différences est une application linéaire § : A € A,
vérifiant §(xy) = dxdy, pour tout z,y € A. De plus on demande que oz = 0 =
x = 0. Dit encore différemment, ¢ est un monomorphisme de I'anneau dans lui-
meme. L’exemple standard d’un tel opérateur est 'opérateur o, dans un anneau de
fonctions, défini par o, : f +— f o g. En particulier, en algorithmique on rencontre
souvent 1'opérateur - o 22 sur des séries génératrices lorsqu’on étudie des algorithmes
de dichotomie. Un anneau aux différences est défini de facon semblable aux anneaux
différentiels.

Dans tout ce chapitre nous nous servirons librement des notions et résultats
classiques d’algebre et d’algebre universel et le lecteur intéressé pourra se rapporter
a une des oeuvres suivantes: [Lang 84], [Cohn 65a].

1.2 Définitions et exemples

Dans ce paragraphe nous définissons les différentes nouvelles structures algébriques
utilisées dans la suite. Rappelons d’abord:



6 CHAPTER 1. ETUDE ALGEBRIQUE

Définition 1. Soit A un anneau. Un opérateur différentiel (resp. a différences)
sur A est une application (resp. injection) linéaire d (resp. §) : A — A, telle que
pour tout x,y € A on ait d(xy) = (dz)y + xdy (resp. §(xy) = dxdy).

Remarque. Un opérateur a différences est également appelé opérateur de transfor-
mation. Lorsqu’on laisse tomber la condition d’injectivité on parle d’un opérateur a
différences dégénéré. Un opérateur a différences bijectif est dit tnversible.

Les opérateurs différentiels forment une A-algebre, si 'on prend le crochet de
commutation ([d, d'] = dd'— d'd) comme multiplication. Les opérateurs a différences
forment uniquement un monoide multiplicatif avec la composition comme multiplica-
tion. On dira que deux opérateurs différentiels sont compatibles s’il commutent. On
dira qu’un opérateur a différences § est compatible avec un ensemble D d’opérateurs
différentiels si pour tout d € D on peut écrire d§ = ), ., Aaa,50d’, pour certains
Adaro € A. Une constante pour un opérateur différentiel d resp. un opérateur a
différences ¢ est un x € A tel que dov = 0 resp. dx = x. Une constante pour un
opérateur a différences s’appelle également élément invariant. Plus généralement un
élément périodique vis a vis d’un opérateur a différences d est un élément z, tel qu’il
existe un n > 1, avec 0"z = x.

Exemple 1. Les dérivées partielles sont des opérateurs différentiels compatibles sur
I’anneau des polynomes en n variables. Pour des polynomes P, -- -, P,, 'opérateur
op . py t QX1+, X)) = Q(PL(X, -+, X,), -+, Pu(Xy, - -+, X)) est un opéra-
teur a différences compatibles avec les dérivées partielles. Sur Q[X7,---, X,] tout
opérateur a différences compatible avec les dérivées partielles est d’ailleurs de cette
forme.

Exemple 2. Chaque opérateur oy, tel que X|f(X) est un opérateur a différences
sur A[[X]].

Exemple 3. Soit M une variété différentiable. Un tenseur 7" de type (1,1) induit
un opérateur a différences sur TM par X € TM +— TX, avec (TX),, =T, X

Définition 2. Un anneau différentiel o différences (que nous appellerons par
la suite anneau diffdiff) est un anneau A, muni d’un ensemble fini D d’opérateurs
différentiels et d’un ensemble A d’opérateurs a différences, qui sont tous compatibles.

Ici la compatibilité veut bien sur dire: les éléments de D sont deux a deux
compatibles et chaque élément de A est compatible avec D. Lorsque A = (), on dit
que A est un anneau différentiel et lorsque D = (), on dit que A est un anneau a
différences. Si D contient exactement un élément, alors 'anneau est dit ordinaire.
Dans le cas ou D contient plus d'un élément on dit que ’anneau est partiel.
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On note par Af, A, le sous anneau des éléments de A, constants pour chaque
opérateur dans D' C D ou A" C A. L’anneau A° = A7, 5 est le sous anneau des
constantes de A. Remarquons que A€ et A%,,@ sont stables pour tout opérateur dans
D ou A a cause de la compatibilité.

Fixons un anneau a différences A. Soit (D U A)* le monoide de composition
engendré par DUA. On appelle un opérateur diffdiff sur A toute combinaison linéaire
d’éléments de (D U A)* a coefficients dans A. Remarquons qu’'un tel opérateur
s’écrit canoniquement comme combinaison linéaire d’opérateurs difffiffs de la forme
5d’f1 co-dFr avec § € A*et D =dy, -+ ,d,. Onnote © 'ensemble de tels opérateurs
diffdiffs.

Pour des ensembles D et A fixes, on peut former la catégorie Annddp A des
anneaux a diffdiffs avec D resp. A comme ensembles d’opérateurs différentiels resp.
a différences. Notons l'abus de notation: pour des anneaux A et B, un élément
d € D ne désigne pas nécessairement le méme opérateur. Cet abus ne devrait pas
nous étonner: Le + sur A n’est pas nécessairement le méme que sur B. Dans
des cas de doute on mettra 'anneau sous jacent en indice. Comme les axiomes
des objets de la catégorie Annddp A sont tous des équations conditionnelles, cette
catégorie est une variété au sens de ’algebre universelle et donc stable par somme
directe, produit direct, limites projectives, etc... (voir [Cohn 65a]). Remarquons
qu’un morphisme doit également préserver les A\; s 5. Dans la section suivante on
montre quelques résultats élémentaires sur les anneaux diffdiffs en nous inspirant de
I’algebre universelle.

On a également les notions de module diffdiff et algebre diffdiff, soit module et
algebre diffdiff a gauche dans le cas ou A est non commutatif. Un module diffdiff
M est un module sur un anneau diffdiff A muni des mémes opérateurs que A (c.a.d.
pour tout d € D et 6 € A on a le méme opérateur sur M). De plus on demande
que chaque opérateur soit linéaire et vérifie d(ax) = (da)z + adz, pour tout a € A
et v € M. Lorsque M est méme une algebre, on dit que c’est une algebre diffdiff, si
M est un anneau a diffdiff pour ses lois internes.

Définition 3. Un anneau de composition est un anneau A muni d’une opération
(n+ 1)-aire o, tel que pour tout f,g,hi,---  hy € A, on ait (f +g)o(hy, - ,hy) =
f © (h’la"' ,hn) + g o (h’la"' ,hn) et (fg) © (h’la"' ,hn) = f © (h’la"' Jh’n)g ©
(hi,+++ ,hy). De plus on demande que pour tout f,gi, -+, gn,h1,-+ ,hy € A, on
ait fO (gla"' 7971) o (hla"' 7hn) = f © (gl o (hla"' 7hn)7"' ydn © (hla"' 7hn))
On appelle n la dimension de ’anneau de composition. Lorsqu’on a de plus un en-

semble D = {dy,--- ,d,} de n opérateurs différentiels compatibles sur A, vérifiant
di(f o (g1, 90)) = digi((dif) o (91, . 9n)) + -+ + dign((dnf) © (g1, . 9n)),
pour tout 1 < 1 < mn et f,g1, - ,9, € A, alors on dira que A est un anneau de

composition différentiel.
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1.3 Propriétés élémentaires

Beaucoup de résultats classiques dans cette section sont des applications directes
de l'algebre universelle. Nous avons alors choisi d’abréger nos démonstrations et de
nous servir des résultats et de la terminologie de 1’algebre universelle. Il nous semble
qu'une présentation moderne du sujet nécessite la mise en place d’'un formalisme
pratique d’algebre universelle. Sans doute, nous ferons ceci ultérieurement lors d’une
étude plus profonde. Pour le moment nous nous contentons juste a titre de culture
de présenter rapidement quelques résultats classiques.

Dans cette section nous supposons pour simplifier que les anneaux sont commu-
tatifs. Pour qu’un idéal I soit compatible avec les opérateurs d’'un anneau diffdiff
A, il faut déja qu’il soit stable par ces opérateurs. Comme pour chaque opérateur
a différences 6 on a de plus dx = 0 = = = 0, pour tout z € A, on doit également
avoir 0x € I = = € I. On appelle évidemment idéal diffdiff un tel idéal. Sinon, on
note par [P] I'idéal diffdiff engendré par une partie P C A. Les résultats classiques
sur les structures quotientes s’appliquent sans probleme:

Proposition 1. Le noyau d’un morphisme d’anneaux diffdiffs est un idéal diffdiff
et a un idéal diffdiff I de A, on peut canoniquement associer l’anneau diffdiff quotient
A/I, muni de la projection canonique ¢ : A — A/I, de noyau I. @

L’anneau diffdiff libre sur A dans un ensemble d’indéterminés X est 'anneau de
polynomes diffdiffs sur A, noté par A{X}, pour éviter de confondre avec A[X] et
A(X). On peut trivialement généraliser les notions de degré, dépendance algébrique,
extensions simples et finiment engendrées, application polynome, etc. au cas diffdiff.
Lorsque A est integre, A{X} l'est aussi. En effet, on vérifie aisément que comme
anneau A{X} est isomorphe a A[©X].

Comme les opérateurs a différences sont injectifs, on peut également se poser le
probleme de l'inversion des éléments par rapport a ces opérateurs. Nous avons la:

Proposition 2.  Soit x un élément d’un anneau diffdiff A et 0 un opérateur a
différences. Alors il existe une extension universelle A dans laquelle x admet un
inverse par rapport ¢ ¢ (c.a.d. tel qu’il existe un ' avec 6x' = x).

Démonstration. Une telle extension étant nécessairement isomorphe a A’ =
A{z'}/[02" — z], il suffit de vérifier que A’ est effectivement une extension de A.
Or considérons 'ensemble © d’opérateurs 8 € © qui s’écrivent 6 = gdlfl co-dbr ) on
§ est un mot sur A, qui n"admet pas 0 comme suffixe. On vérifie aisément que
tout élément de A{z'} se réduit canoniquement vers un élément de A[6] modulo

[02" — x]. Il sen suit que A’ est isomorphe & A[©] comme anneau et que c’est donc
une extension de A comme anneau diffdiff. @

Remarque. Si l'on pose des contraintes algébriques sur les opérateurs de A
(on pourrait par exemple exiger qu’ils commutent deux a deux), la proposition
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précédente reste valable: Il suffit d’ajuster 6 (dans Pexemple des opérateurs com-
mutants, ¢ serait un “mot ordonné” sur A (pour un certain ordre total sur A) ne
contenant pas ¢).

Corollaire. Pour tout anneau diffdiff A, il existe une extension universelle de A,
dans laquelle tout opérateur est inversible.

Démonstration. Pour toute famille finie de couples F' = (x;,0;)ics, On a une ex-
tension universelle Ar dans laquelle tout élément x; est inversible par rapport a d;.
Alors la limite injective A des Ap pour I'ordre naturel est une extension universelle
dans laquelle tout élément de A est inversilA)le par rapport a n’'importe quel opérateur

a différences. La limite injective de A, A, A, - vérifie clairement les hypotheses. ©

Il est clair qu’il n’existe pas d’opérateurs intégraux commes inverses des opérateurs
différentiels, a cause de la constante qui apparait quand on integre. En revanche de
la méme fagon que tout a ’heure on démontre la:

Proposition 3. Pour tout anneau diffdiff A, il existe une extension universelle de

A, dans laquelle tout élément admet une primitive pour chaque opérateur différen-
tiel. Y%

On peut également se poser le probleme de I'inversion des éléments d’un anneau
diffdiff A. En particulier, lorsque A est integre on peut construire le corps diffdiff
de fractions. Dans ce cas on construit également le corps de fractions rationnelles
diffdiffs A< X > dans un ensemble d’indéterminés X. On a:

Proposition 4. Soit x un élément d’un anneau diffdiff A, vérifiant xy =0 = y =
0, pour tout y € A. Alors il existe une extension universelle de A, dans laquelle x
est inversible.

Démonstration. Soit S le monoide multiplicatif engendré par A*z. Chaque
élément de S vérifie la méme propriété que x. En effet, ceci est clair lorsque tous
les opérateurs a différences sont inversibles: On a dzy = 0 = §(zd"'y) = 0 =
26ty =0=06ty=0=y =0, pour tout y € A et 6 € A*. Comme on peut
toujours plonger A dans un anneau diffdiff dans lequel tout opérateur a différences
est inversible, le résultat est vrai en toute généralité.

Maintenant considérons 'anneau A’ = A/S et munissons cet anneau des opéra-
teurs différentiels d € D, par d(z/s) = ((dzx)s — xds)/s* et des opérateurs a
différences § € A, par 6(z/s) = §(x)/d(s). On vérifie aisément que ces opérateurs
sont bien définis. Comme A’ vérifie la propriété universelle en tant qu’anneau, il le
vérifie en tant qu’anneau diffdiff. On remarque que A’ est integre lorsque A I'est. Q

Remarque. La démonstration précédente peut se retrouver presque automatique-
ment. Du fait que dans ’extension demandée tout élément de S doit étre inversible,
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A’ doit se plonger dedans. Réciproquement on voit facilement qu’il y a exactement
une fagon d’étendre les opérateurs sur A a A'.

Corollaire. Pour tout anneau diffdiff intégre A, ses opérateurs différentiels et a
différences peuvent étre prolongés d’une unique facon a son corps de fractions. Q

En fait, dans les propositions 2,3,4, nous avons résolu les équations dzr = y,
dr = y et xy = 1 dans une extension de A. On peut obtenir des résultats beaucoup
plus généraux sur la résolution d’équations. Nous nous limitons au cas ot A = K
est un corps.

Alors nous avons la:

Proposition 5. Il existe une extension minimale K de K, telle que tout polynome
(resp. polynome linéaire) diffdiff P € K{X} — K admet une racine dans K.

Démonstration. Précisons qu’un polynome diffdiff linéaire est un polynome qui
est combinaison linéaire des §(X), avec # € ©. Nous démontrons le résultat pour
des polynomes diffdiffs habituels, la démonstration étant analogue dans I'autre cas.
Soit P € K{X} — K irréductible. Alors I'idéal I diffdiff engendré par P dans K{X}
est premier et ne contient pas 1 (comme on le laisse au lecteur le soin de le vérifier).
Il s’en suit que Kp = K/I est un corps diffdiff, dans lequel X est racine de P.
De méme, pour un nombre fini de polynémes irréductibles P, - -- , P, deux a deux
distincts, Pensemble Kp, ... p, = {X1,- -, Xp}/(P1(X1), -+, Po(X,)) est un corps
diffdiff dans lequel P;,-- -, P, ont des solutions. Il suffit maintenant de prendre la
limite directe K des Kp, .. p,. On le laisse au soin du lecteur de vérifier que K se
plonge dans toute autre extension vérifiant la propriété énoncée. @

Remarque. On peut s’arranger pour que la condition de minimalité devienne une
condition d’universalité. Dans la pratique cette condition présente cependant peu
d’intéret.

Malheureusement lextension K n’a pas autant de propriétés que la cloture
algébrique d’un corps. La véritable cloture algébrique diffdiff d’un corps diffdiff est

par exemple la limite injective de K, K, K, ---. Effectivement, il n’y a pas de raison
qu'un polynome diffdiff a valeurs dans k admette une racine dans K. Néanmoins, on
verra que ’on a des bonnes propriétés pour la cloture linéaire diffdiff de K, lorsque
D U A ne contient qu'un élément.

Classiquement, on étudie beaucoup plus profondément les extensions des corps
diffdiffs. Un cerain nombre de résultats de la géométrie algébrique et de la théorie
de Galois admettent des analogues diffdiffs. Le lecteur interessé pourra se rapporter
aux ouvrages [Ritt 32|, [Cohn 65b], [Kol 73]. A partir de maintenant, nous nous
concentrons surtout sur les équations diffdiffess linéaires et sur leurs aspects algo-
rithmiques.
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1.4 Equations diffdiffess linéaires

Dans cette section, les anneaux considérés ne sont pas nécessairement commutat-
ifs et on suppose que les opérateurs a différences d’un anneau diffdiff commutent
deux a deux et sont en nombre fini. Le lecteur pourra éventuellement vérifier que
I’hypothese qu’il n’y a qu’un nombre fini d’opérateurs a différences est convenable,
mais pas toujours crucial pour la suite. Dans toute cette section, A et K désignent
respectivement un tel anneau resp. corps diffdiff. De plus on suppose que K opere
sur A comme anneau diffdiff. On note ' = DUA = {dy, -+ ,dy, 01, -+ ,04} et on
suppose que = {dy,- - ,dp,01,---,d,} est un sous ensemble des opérateurs sur A
et K. On note © l'ensemble d’opérateurs de la forme 6% - -5§qdlf = -dﬁf. Remar-
quons que tout opérateur diffdiff qui fait intervenir que des opérateurs de €2 s’écrit
canoniquement comme combinaison linéaire d’opérateurs dans Oq.

Remarque. L’intérét de prendre () pas nécessairement égal a €)' deviendra clair
dans la section suivante lorsqu’on montre des propriétés de cloture des suites mahlériennes.

On appelle une équation diffdiffe linéaire utilisant les opérateurs de € a coeffi-
cients dans K une équation du type:

Zaa Oz =0, avec les ay € K.
0co

On note Lin(K) = Ling(K) 'ensemble des solutions de ce genre d’équations dans
A. Lorsque €2 ne contient qu’un opérateur w, I’équation précédente s’écrit:

n
g o whr =0, avec o, -+ , 0 € B et oy, # 0.
k=0

Dans cette section on donne des conditions pour que I’ensembles de solutions soit
stable par addition, multiplication et des opérateurs différentiels ou diffdiffs.

Remarque. On peut étendre un peu la théorie qui va suivre au cas qu’on prend
un anneau diffdiff integre B C K au lieu de K, avec la propriété qu’étant donné
i, -+ ,a, € K, on peut trouver § € B, tel que les Say sont tous dans A*, pour
1 < k < n. Effectivement, dans ce cas, une équation diffdiffe linéaire a coefficients
dans K se transforme en une équation diffdiffe linéaire a coefficients dans B par
multiplication par un scalaire.

L’ensemble G = K[dy,- -+ ,dp, 01, -+ ,04] d’opérateurs diffdiffs a coefficients dans
K et n’utilisant que des opérateurs dans €2, resp. €2 est muni trivialement de
structure d’anneau diffdiff non commutatif, ou chaque opérateur # € © coincide
avec la multiplication a gauche par . Pour un ensemble X C A fixe, I’ensemble
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I(X) C G des opérateurs diffdiffs annulant X forme un idéal diffdiff & gauche. De

méme, un idéal diffdiff & gauche I C G induit un ensemble de solutions Z(I) = {z €
Alfx = 0, pour tout § € I} dans A. C’est & ce moment que nous pouvons remarquer
la ressemblance avec la géométrie algébrique. Nous allons pousser plus loin cette
ressemblance. Un sous ensemble X de A est dit algébrique, si X = Z(I(X)). Les
ensembles algébriques sont en bijection avec un certain sous ensemble de I’ensemble
des idéaux diffdiffs & gauche de G. Un idéal a gauche de la forme I(X) s’appelle
idéal a gauche linéair parfait par rapport a A.

Dans ce qui va suivre, nous allons utiliser quelques résultats du chapitre 2. On
remarque que G peut étre muni de la structure d’une algebre de Grébner (voir
section 2.3). Pour <, on peut par exemple prendre l'ordre lexicographique. Le
théoreme 2.2 implique alors que tout idéal a gauche de G est finiment engendré. On
en déduit que tout systeme d’équations diffdiffs linéaires est équivalent 2 un nombre
fini d’équations diffdiffs linéaires. Lorsque G est algorithmique (voir section 2.4),
on a de plus un algorithme pour savoir si une certaine équation est impliquée par
un systeme d’équations donné. On peut sans doute également obtenir des résultats
semblables au Nullstellensatz de Hilbert, pour les idéaux a gauche linéaires parfaits
de G, mais nous n’avons pas encore eu le temps de regarder ceci en détail. En re-
vanche, présentons maintenant quelques résultats concernant les ensembles Lin(K)
et SLin(K).

On remarque que la notion de polynome de Hilbert se généralise sans probleme
au cas présent. Plus précisement, appellons d = k; +---+k, +{; +- - -+, le degré de
Popérateur T -6qlqd1k1 . -dpkp. Notons ©,, I'ensemble de ces opérateurs. Notons
par G, le sous espace vectoriel a gauche de G engendré par les opérateurs de degré
inférieur ou égal a n. Pour un idéal a gauche I de G donné, 'application, qui a n
associe la dimension de G, /I (ot l'on a noté la réstriction de I a G par I également)
est un polynome a partir d’'un certain rang, qu’on appelle polynome de Hilbert de
I et que I'on note par Hy. Pour un a € A, nous notons également H, = Hy). Le
calcul des polynomes de Hilbert est facile lorsqu’on connait une base standard de 1.

Pour un élément a, on note par deg(a) le degré de H, et on définit également
v(a) = p+q—deg(a), qui représente le nombre d’équations “indépendantes” vérifiées
par a. Par exemple, si G désigne I’algebre de Grobner de I'exemple 2.7, on a v(sin) =
1 et v(p) = 2. Plus généralement, on a a € Lin(K) = v(a) > 0 et v(a) = p + q,
pour ¢ € K. Enfin, on note Lin,K le sous ensemble de Lin(K) des a € A, avec
v(a) > n. Le but principal de ce chapitre est le:

Théoréeme 1. Si B’ soit un corps, alors avec les notations précédentes, on a pour
tout a,b € A:

(a) v(a+b) > min(v(a),v(b)).

(b) v(ab) > v(a) +v(b) — (p+q).
(¢) v(wa) > v(a), pour tout w € €Y.
(d) v(iaa) = v(a), pour tout o € K*.
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Démonstration. On notera par 7., la projection canonique de G, sur G,/I(c),
pour chaque ¢ € A. Considérons 'application

o:Gu/I(a+b) — (G,/I(a)x G,/1(b))/J,
7Ta+b,n(9) = (ﬂ'a,n(g)aﬂ'b,n(g))-

Ici J est le sous espace vectoriel & gauche engendré par les (7, , (), mp,(6)), ot #(a+
b) = 0. Il s’en suit que o est bien définie. De plus elle est clairment injective, d’ou &
partir d’un certain rang H,,(n) = dim G, /I(a +b) < dim(G,/I(a) x G,,/1(b))/J <
dimG,/I(a) xG,/I(b) = H,(n)+ Hy(n). Il s’en suit que deg(a+b) < deg(a)+deg(b),
d’ou (a).

Considérons maintenant ’application

p:Gu/I(ab) — (Gu/I(a)®@ Gn/I(b))/J,
Wab’n(e) —> Z 059179271',1,“(91)@7?1,7"(92), ou

0(ab) = > agpbi(a)0(D).

01,02€0,

Ici J est défini de facon analogue au cas précédant et le méme raisonnement que tout
a 'heure donne Hgy,(n) < H,(n)Hy(n), a partir d’un certain rang, d’ou deg(ab) <
deg(a) + deg(b) et d’ou (b).

Ensuite, considérons I’application

po 2 GufI(wa) — (Gu/I(a))*/J,
Twan(0) = (Tan(01), Tan(f2)), avec
Ow(a) = wbi(a)+ 6z(a).

Ici J est encore défini de facon analogue aux cas précédants. Il est clair que cette
application est bien définie et injective. Il s’en suit que H,,(n) < 2H, a partir d’un
certain rang, d’ot (c).

Considérons enfin ’application

pe : Gn/I(aa) — Gy/I(a),
Taan(0) — Tani1(fa).
Il est clair que cette application est bien définie et bijective. Il s’en suit que

H,.(n) = H,(n) a partir d’un certain rang, d’ou (d). Q

Remarque. Si G est une algebre de Grobner algorithmique, il est possible de
donner des algorithmes de calcul des équations vérifiées par a + b, ab, wa, repective-
ment aa. Remarquons que cet algorithme ne donne pas nécessairement des familles
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génératrices de I(a + b),I(ab), etc. Il suffit par exemple de considérer a + b, ou
b = —a. Nous expliciterons ces algorithmes ultérieurement.

Corollaire 1. Pour tout 1<n<p+q, Lin,(K) est un K-espace vectoriel diffdiff
a gauche. De plus, Lin,, ,(K) est méme un sous algébre diffdiff a gauche de A. Q

Corollaire 2. Sip+q =1, alors Lin(K) est un sous anneau diffdiff de A. VY

Remarque. Tenant compte du deuxieme corollaire, le fait que Lin,,,(K) forme
un anneau ne devrait pas nous étonner. Par exemple, si A est un corps, on vérifie
aisément qu'un élément de A appartient a Lin,,(K) ssi elle vérifie une équation
diffdiffe linéaire pour chaque opérateur w € Q.

Exemple 4. Les fonctions holonomes H forment un sous anneau de ’anneau des
fonctions holomorphes définies sur un ouvert de C. Effectivement, G = C(2)[D] est
bien une algebre de Grébner. On a ‘H = Lin(C(z)). On a méme une généralisation
des fonctions holonomes (voir [Car 91]), pour des fonctions en n variables. Cet en-
semble de fonctions holonomes généralisées coincide avec H, =
Lin, (C(z1,- -+, 2,)), ou on peut prendre pour A = A Pensemble des fonctions holo-
morphes sur un ouvert de C*, divers espaces de distributions, etc.

Exemple 5. Soit A ’ensemble des fonctions méromorphes sur C. Reprenons
I'exemple 2.7, avec cette fois ci K = C(z) et G = K[0,d']. Alors Liny(K) est un
sous anneau diffdiff de A et on appelle ses éléments des fonctions semiélliptiques
(par rapport a ¢ et (" et <). De plus Lins(K) est stable par dérivation, dont on
s’appercoit en considérant G’ = K6, 4', D]. Nous avons l'impression que toute fonc-
tion sémiélliptique s’écrit comme fraction rationnelle en exp(cz), p(z), ¢'(2) et z,
mais pour le moment, nous n’avons pas encore eu le temps de le vérifier. Il sera
également intéressant de voir si on peut couvrir des espaces encore plus grands de
fonctions pseudo-élliptiques en prenant pour K un surcorps diffdiff de C(z).

Remarque. La théorie présentée dans cette section s’étend assez facilement au
cas des systemes d’équations diffdiffes linéaires a plusieurs inconnus. Effectivement,
dans ce cas on fait opérer un K-espace vectoriel diffdiff a gauche sur un A-module
a gauche par produit scalair. Par exemple, pour un n-tuple (zy,--- ,x,) € A? fixe,
Z(xy,- -+, xy,) est défini comme I’ensemble de couples d’opérateurs (61, -+ ,6,) avec
0z, + --- 4+ Oz, = 0. Le théoreme 2.5 ensemble avec le lemme 2.1(c) montrent
que I’étude précédente s’étend a ce cas. On peut notamment calculer le module
d’opérateurs annulant x;, lorsque ’ensemble des x; vérifie un systeme d’équations
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linéaires.

Remarque. On peut également étudier des équations diffdiffes linéaires a sec-
ond membre. La théorie précédente s’applique a quelques petites modifications
pres. Ultérieurement, nous ferons une approche unifié, ot on considera des systemes
d’équations diffdiffes linéaires a plusieurs inconnus et a second membre.

1.5 Suites mahlériennes et régulieres

Considérons d’abord 'anneau P = Afz, - - , 2,] de polynoémes en p variables sur un
anneau A non nécessairement commutatif. Ici, on suppose tout de méme que les z;
sont dans le centre de P; C.a.d. que bien que 'anneau A n’est pas nécessairement
commutatif, on rajoute des indéterminés commutatifs. Comme d’habitude, un
polynome P s’écrit alors:

P = Z Ay oo oy 20 e 2 (1.1)

ki, k€N

ou les ag, .. r, sont dans A, et la somme ne comporte qu'un nombre fini de termes
non nuls. On peut classifier les opérateurs différentiels et a différences sur P qui
envoient A dans A. Effectivement, le lecteur pourra vérifier qu’un tel opérateur est

entierement déterminé par son action sur A et les images de z;,---,2,. En parti-
culier, si A est laissé invariant, tout opérateur différentiel est combinaison linéaire
des opérateurs de dérivées partielles Dy, - - -, D, définis par:
. k]‘ DY k f— - k]‘ LI k
D; E ey oo ey Z 2" = E kiag,,... k2 2", (1.2)
ki, kpEN k1, kpeN

De méme un tel opérateur a différences est de la forme oy, ... o .

Par analogie avec ’anneau de polynomes en p variables, on définit ’anneau F =
Al[z1,- -+, %] de séries formelles en n variables sur A en convenant qu’'un élément
de F se définit également par 1’équation (1), mais ou la somme peut étre infinie. Il
n’y a pas de classification simple des opérateurs différentiels et a différences sur F,
qui envoient A dans A. Néanmoins, nous nous intéressons surtout aux opérateurs
qui se définissent par analogie avec le cas précédent. On définit donc les opérateurs
dérivées partielles Dy, ---, D, comme dans (2) et nous considérons des opérateurs
a différences de la forme oy, .., . Pour qu'un tel opérateur a différences soit bien
défini, nous rajoutons la condition que z;|g;, pour tout 1 < i < p. En particulier,
nous définissons les opérateurs de Mahler My, ...k, = 0,4, .. k. On remarque que
les opérateurs de Mahler commutent deux a deux.

On appelle équation de Mahler, toute équation linéaire a coefficients dans P en
My, ... k,- Si p =1, on parle d’équation de Mahler classique. On appelle équation
de Mahler généralisé toute équation linéaire a coefficients dans P en un nombre
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fini d’opérateurs de Mahler. On appelle suite mahlérienne (classique, généralisée),
toute suite { fx, .. k, f 51, kpen & valeurs dans A, telle que f(21,--+,2,) =D, . kpeN

fkl,...,kpzfl -+ - zp" vérifie une équation de Mahler (classique,généralisée) non triviale.
Dans ce cas on appelle f(z1,- -, z,) une série mahlérienne (classique, généralisée).
En cas d’ambiguité, on parlera de suites et séries (ky, - - - , k,)- mahlériennes.

Supposons maintenant que A est un anneau noethérien commutatif et integre
et soit K son corps de fractions. De la section précedente il suit alors que les
séries mahlériennes forment un sous anneau de F stable par les Dy. De méme,
les séries mahlériennes généralisées forment un P-module diffdiff. Comme dans le
cas des fonctions holonomes, on peut généraliser les notions de suites et de séries
mahlériennes pour plusieurs opérateurs de Mahler. Par analogie, nous disons alors
qu’une série formelle est une série mahlérienne, si elle vérifie une équation de Mahler
pour chacun des n opérateurs. Les suites mahlériennes se définissent comme on le
pense. Si n = 1 on parlera des séries mahlériennes ordinaires, tandis que pour
n > 1 on parlera de séries mahlériennes partielles. Il est clair que pour cette notion
généralisée de séries mahlériennes, I'ensemble de séries mahlériennes est également
un sous anneau de JF, stable par les dérivées partielles.

Lorsqu’on fait de l'asymptotique, on voudrait exprimer le comportement des
suites mahlériennes en fonction de fonctions qui se prétent a des calculs rapides.
Certaines suites mahlériennes ont déja cette propriété naturellement. Considérons
par exemple la suite oy (n) “somme des chiffres en base k7. Cette suite est une suite
k-mahlérienne et des grands termes sont facilement calculables, lorsqu’on présente
n comme écrit en base k. Avant d’introduire correctement les séries régulieres dans
un cadre plus général, introduisons quelques nouveaux concepts.

D’abord, soit A un anneau commutatif et ¥ un alphabet fini. On note par A[X*],
respectivement A[[X*]], les anneaux de polynomes et séries formelles sur A en des
variables non commutatives de 3. On note par A"[[X*]] ’ensemble des séries ra-
tionnelles de A[[X]], c.a.d. la cloture de A[X*] dans A[[X*]], pour ’addition, produit
de Cauchy et produit externe. D’apres le théoréeme de Kleene-Schiitzenberger, une
série f est rationnelle ssi’il existe un morphisme de monoides ¢ de ¥* dans un en-
semble de matrices carrées M,,(A) sur A et un vecteur ligne A resp. colonne p, tel
que f =3 s Ap(W)uW. Pour une démonstration et plus de détails sur les séries
rationnelles, le lecteur pourra se reporter a [BeReu 84] ou [Saso 78].

Ensuite, généralisations la notion d’écriture en base k. Etant donné deux cou-
ples (ny,---,n,) et (ki,---,ky,), on appelle représentation en base (ki,---,k,) de
(n1,--+,n,) le mot g, -+ g9 de n-tuplets, c.a.d. & = (g;1, -+, &), tel que chaque
mot &,;-+-g9,; est la représentation en base k; de n;, avec potentiellement des
zéros devant, mais tel que ¢; # (0,---,0). Nous notons cette représentation par
(71, ey, k- Réciproquement, nous notons (ny,---,n,) = (€4 €0)ky k-
On vérifie aisément que cette représentation est unique. Dans la suite, notons par
¥ = Y, k, l'alphabet fini {0,--- ,ny — 1} x -+ x {0,--+ ,n, — 1},
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On peut maintenant introduire les séries régulieres. Considérons la bijection

Une série réguliére est alors une série formelle appartenant a 'image de A"*[[X*]] par
¢. En cas d’ambiguité, nous parlerons de série (ky,-- -, k,)-réguliere. Introduisons
également les opérateurs de (ki,--- , ky)-section S, ...,,, avec (ry,---,71,) € X, par

_ § : nLL LM
Srl,---,Tpf = fk1n1+7“1,"'7kpnp+rpzl “p -

ny, - 7anN

Les résultats classiques sur les séries régulieres se généralisent alors sans probleme:

Théoreme 2. Soit f € F. Les propositions suivantes sont alors équivalentes:

(a) f est une série (ky,- - - kp)-régulicre.
(b) 1l existe des matrices carrées {M.}eex dans M, (A), un vecteur ligne \ et
un vecteur colonne pu, tel que pour tout (ny, -+ ,np) = (Er*€0)ky e by, ON G

Sy omy = AM -+ - M, pu.
(c) 1l existe un sous module de F de type fini, stable par les opérateurs de
(ky,- -+, ky)-section et contenant f.

Démonstration. L’équivalence (1)< (2) est une traduction directe du théoreme de
Kleene-Schiitzenberger. L’équivalence (1)< (3) se démontre de fagon analogue au
résultat classique, pour r = 1 (voir par exemple [Dum 93], page 72). @

Remarque. Il est clair qu’a cause de la premiere caractérisation des séries régulieres
(théoreme 2(b)), il existe un algorithme rapide (en Inn, ---n,) de calcul des termes
d’une suite réguliere. Remarquons qu’il est possible de donner une définition plus
large de séries régulieres, qui permet également de faire des calculs rapides (cette
fois ci en Inny - --Inn,). Nous étudierons cette possibilité ultérieurement.

Théoreme 3. L’ensemble de séries (ky,- - - , kp)-réguliéres forment un sous anneau
de F, stable par produit de Hadamard.

Démonstration. Que I’ensemble des séries régulieres soit stable par addition et
produit de Hadamard découle directement du résultat semblable pour les séries ra-
tionnelles. En ce qui concerne le produit habituel, la démonstration est analogue au
cas classique (voir [AlISh 92], page 173 ou [Dum 93], page 91), avec le petit change-
ment que le rang rg fg de fg (voir encore [Dum 93]) est au plus 2P rg f rg g au lieu
de 2rg frgg. @
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Il est naturel d’étudier quand une série réguliere est mahlérienne et vice versa.
Supposons alors que A est un anneau commutatif noethérien integre. On appelle
une équation de Mahler spéciale une équation du type:

f=PMf+--+P,M"f, (1.3)
ou les P; sont dans P et ou M = My, ... r,.

Nous n’avons pas démontré en toute rigueur le théoreme qui va suivre, mais nous
espérons bientot donner une démonstration completement satisfaisante.

Théoréme 4.

(a) Toute série réguliére est mahlérienne.
(b) Une série mahlérienne f est réguliére, si et seulement si Pf vérifie une
équation de Mahler spéciale, pour un certain polynome P.

Démonstration. Soit f une série réguliere. D’apres le théoreme 2(b), on a ce
qu’on appelle une représentation linéaire pour f. On en tire un systeme d’équations
linéaires dont on tire par élimination une équation de Mahler vérifiée par f. On n’a
pas eu le temps de montrer qu’on obtient ainsi une équation de Mahler non triviale,
ce qui démontre (a). Néanmoins d’apres la remarque apres I'exemple 5d, il est
possible de trouver une famille génératrice de I’idéal a gauche d’opérateurs annulant
f par algorithme en utilisant la théorie des bases standard du chapitre 2.

Supposons maintenant que f vérifie I’équation (3). Soit d le maximum parmi les
degrés de Py,---, P, Considérons maintenant les vecteurs colonnes
{Vny - np fn e mpen, composés des éléménts fr, 4, ... n,+s,, avec les s; compris entre 0
et d. On vérifie que vy, g, 41y, npky+rp> aVEC (11, -+ ,7,) € X est exprimable comme la,
multiplication d’une matrice qui ne dépend que de (7, -- ,7,) avec vy, ... »,. Comme
la série f est un des composants de la “série” v, il s’en suit que f est réguliere. Il
en est de méme pour le produit de f par un polynome.

Réciproquement, supposons que f est mahlérienne et réguliere. On a donc une
équation mahlérienne pour f:

On utilise le méme astuce que pour transformer une équation algébrique a coeffi-
cients dans A en une équation intégrale (voir par exemple [Lang 84], page 357).
Prenons un polynome P, tel que PyP|P;M", pour chaque 1 < i < m. Nous ne
savons pas démontrer rigoureusement que ceci est possible généralement, bien que
ceci est vrai pour un corps algébriquement clos, si p = 1 et pour le corps fini F,,
si M = M,.., Effectivement, si A = F,, il suffit de prendre P = F,, car dans ce
cas MP = PY. Alors considérons ¢ = Pf. On vérifie aisément que g vérifie une
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équation mahlérienne spéciale. @

Remarque. Il est possible de donner une démonstration algébrique du fait que les
séries régulieres forment un anneau, en démontrant que les solutions d’équations a
différences ordinaires spéciales forment un anneau. Nous n’avons pas encore eu le
temps de vérifier ceci en détail.

La deuxiéme partie du théoréeme admet deux corollaires dans le cas ot A =T,
et M = M,,..., (qu'on a démontré correctement ici), qui généralisent les théoremes
de Christol et al. (voir [Chr+ 80]) et Furstenberg (voir [Fur 67]).

Corollaire 1. Si F = Fyllz1, - 2l], alors Uensemble des séries (q,--- ,q)-
régulieres coincide avec l’ensemble des séries formelles algébriques. @
Corollaire 2. L’ensemble des séries formelles algébriques de Fy[[z1, -+ , zp]] est
stable par produit de Hadamard. @

Dans le cas des corps finis, en utilisant des bases standard (voir le deuxieme
chapitre), on a réussi également a obtenir des résultats semblables pour des équations
diffdiffes algébriques, comportant la dérivation. Nous énoncons juste notre résultat,
dont la démonstration n’est pas encore completemant au point et que nous espérons
généraliser au cas p > 1:

Théoreme 5. Supposons qu’une équation différentielle algébrique n’admet qu’un
nombre fini de solutions dans F,[[z]], alors toutes les solutions sont des séries régu-
lieres. Q@
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Chapter 2

Sur la théorie de la division

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on présentera la théorie de la division de facon tres générale.
Notre théorie généralise a la fois la division euclidienne, la division de Hironaka
(utilisée dans la théorie des bases de Grobner) mais également la division dans
des anneaux de germes d’opérateurs différentiels par exemple. Notre cadre permet
également d’étendre la théorie de la division a des anneaux d’opérateurs diffdiffs
et bien d’autres. Les sections 2.2 jusqu’a 2.4 présentent la théorie abstraite sous-
jacente. Un lecteur non familier avec la théorie des bases standard pourra lire
simultanément la section 2.5, dans laquelle sont présentés de nombreux exemples.

Comme applications de la théorie de la division, il y a I’étude des idéaux dans un
anneau donné et notamment la théorie des bases standard. Cette théorie permet a
son tour d’étudier les équations polynomiales, diffdiffs et d’étudier le comportement
des solutions de ce genre d’équations autour de leurs singularités.

Pour garder le maximum de généralité, les anneaux considérés dans ce chapitre
ne sont pas nécessairement commutatifs. On dira qu’un tel anneau est noethérien,
si les idéaux a gauche vérifient la propriété de chaine ascendante. Par une algebre
a gauche sur un anneau non commutatif A, on entend un suranneau de A. On ne
considera que des algebres a gauche libres, c.a.d. admettant une base en tant que
A-module a gauche.

2.2 Algebres de division

Diviser un élément a d’un anneau A par un élément b correspond a trouver des
q,7 € A tel que a = ¢b+ r. Plus généralement, on divise a par rapport a un idéal
a gauche I de A. Dans ce cas il faut trouver x € I et r € A, tel que a = x + r.
Sauf dans le cas I = {0}, ce probléme admet plusieurs solutions. Dans la théorie
de la division, idéalement, on veut qu’il y ait une unique solution pour ce probleme,

22
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lorsqu’on restreint r a étre d’une certaine forme.

On appelle division sur un anneau A une application =, qui a chaque couple
(a,I) d’un élément et un idéal a gauche de A associe un élément a + I, congru a a
modulo I et et qui ne dépend que de la classe de a modulo I. De plus, on demande
que a = I soit nul, si « € I. On appelle I'image R; de - = I [’ensemble des restes
modulo I . On a 0 € Ry, pour tout idéal a gauche /. En fait la famille des R;
détermine la division. Le but de notre affaire est de trouver des R; “simples” et de
rendre la division effectuable par algorithme.

On dira qu'une division est algorithmique, lorsque la division par tout idéal a
gauche I = (by,---,b,) finiment engendré est effectuable par algorithme et si on
fournit également les coefficients ¢; tel que a = ¢1by + -+ + ¢pb, +a + 1. On
appelle anneau de division (algorithmique) un anneau muni d’une division (algo-
rithmique). Si A est un anneau de division, dans lequel pour tout couple d’idéaux
a gauche finiment engendrés de A on sait trouver des générateurs de leur intersec-
tion par algorithme, on dit que A est anneau de division augmenté. Comme de
facon algorithmique, des idéaux a gauche sont toujours présentés par un ensemble
de générateurs, il sera plus commode de dire qu’on sait calculer des intersections
d’idéaux a gauche.

Plus tard nous aurons également besoin de la notion de A-module de division a
gauche. La définition de tels modules est analogue a celle des anneaux de division en
remplacant les idéaux a gauche par des sous modules a gauche. On a également les
notions de A-module de division algorithmique & gauche, A-module de réduction a
gauche, etc. On dira qu’une division sur un A-module & gauche libre est compatible
avec la division sur A, si pour tout sous-module de la forme {0}---{0} x A x
{0} ---{0}, la division correspond a celle de A.

Les anneaux de division algorithmiques augmentés admettent une caractérisation
utile, que nous n’utiliserons pas avant la section 2.4:

Lemme 1. Soit A un anneau de division algorithmique. Alors les conditions suiv-
antes sont équivalentes:

(a) A est un anneau de division algorithmique augmenté.

(b) Pour toute forme linéaire ¢ : A™ — A;(ay,--- ,a,) — a1by + -+ + ayby,, on
sait construire par algorithme une famille génératrice {(ay1, -, a1n) e du
noyau de ©.

(¢c) Tout A-module & gauche M de type fini libre peut étre muni d’une division
algorithmique augmentée, compatible avec la division sur A.

Démonstration. L’implications (b) = (a) est facile et laissée au lecteur. L’implication
(c) = (a) est triviale.

Montrons (a) = (b) par récurrence sur n. Pour n = 1 la proposition est triviale.
Supposons qu’on I’a vérifiée a 'ordre n — 1. Calculons des générateurs ¢y, -+, cp,
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de (b1, -+ ,by—1) N (by). Puis calculons des ayy, avec ¢; = a;1by + -+ + ap—1bp—1
et —¢; = a;,b,. Les vecteurs ({a;x}1<k<n) sont bien dans ker . Complétons cette
famille de vecteurs par les générateurs de ker ¢/, avec ¢’ : (ay,---,a,) — (a1by+- -+

an-1bp_1, a,). Nous affirmons que cette nouvelle famille de vecteurs ({a;;}1<k<n),
avec 1 <[ < m/ forme une base de ker ¢. Effectivement, si a;b; + -+ + a,b, = 0,
on a ayb, = dicy + -+ + dpcpp, pour certains d;. Alors le n-tuplet (a},--- ,al) =
(a1, -y an)+ >0 di{ag, -+, a,) appartient a ker ¢/, car a], = 0. D’ou le résultat

par récurrence.

Montrons (a) = (c). Nous le montrons par récurrence sur le nombre n d’éléments
dans la base de M. Pour n =1 c’est trivial. Supposons (c) vrai a l'ordre n — 1.

Construisons d’abord une division algorithmique sur M. Prenons alors un sous
module M’ & gauche de M engendré par by,---,b,, et un élément ¢ € M. Alors
nous divisons d’abord a; par I'idéal & gauche de A engendré par by 1,---,by,1. On
peut alors trouver un ¢, avec ¢ —c € M’, dont le premier coefficient est le résultat de
cette division. Ensuite nous calculons le sous module M” = M'N{0} x M"~! de M.
On peut faire ceci a l'aide de (b). Effectivement, soit {(as1,- -, a1n) hier une famille
génératrice du noyau de ¢ : A" — A;(ay,---,a,) — arbyy + -+ + apb, 1. Alors
la famille {a;10i1,- -, @nbinti<icn est une famille génératrice de M”. D’apres
I’hypotheése de récurrence, on a une division vérifiant les hypotheéses de (c) pour
{0} x M" 1. Nous utilisons cette division, pour ensuite diviser ¢’ par M". Il est
facile de vérifier que cette division est compatible avec la division sur A.

Donnons nous maintenant deux sous modules M’ et M" de M, engendrés respec-
tivement par aj,---,a, et by,---,b,. En utilisant la récurrence, on peut facilement
calculer le sous module M'NMY | xAde M,ou M | ={(a1, - ,a,_1)|a €
M"} et sans perdre de généralité, on peut supposer qu’on a remplacé M’ par ce
sous module. Du coup, il existe des matrices M', M" N, R a coefficients dans A,
avec M' = M"N + R, ou

0o --- 0
aii o Gpa bl,l Ce bp,l
I . . " o__ . . _
M= o= - |e=| ;
iy - Gpp bl,n Ce bp,n " -

Soit ¢ un vecteur, dans l'intersection de M’ et M". Alors il existe des vecteurs « et
B, avec
c=M'Na+ Ra=M"p.

Il s’en suit que Ra est dans lintersection de M" et le module engendré par les
vecteurs colonnes de R. Comme il est facile de calculer cette intersection et comme
par ailleurs il en est de méme pour le noyau de ’application linéaire qui a a associe
Ra, nous savons calculer 'intersection de M’ et M". @
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Remarque. Lorsque A est un anneau principal, on a (a) N (b) = (ppem(a,d)),
donc il suffit de savoir calculer des ppcms dans A. On a méme plus: supposons
que A soit principal et que pour tout a,b € A on ait alab, ce qui est vrai en
particulier si A est commutatif ou si A est un corps. Alors on a une relation de
Bezout diby + -+ + dp_1b,—1 = pgcd(by, -+ ,b,_1) = p. On peut également écrire
ppem(p, by) = gp. Or gplqdybg, pour tout 1 < k <n—1et ¢(diby+---+dyp_1b,_1) =
ppem(p, by,). 11 s’en suit que ppem(p, b,) € (ppem(by, by), - -+, ppem(b,_1,by,)). Mais
ceci veut dire que dans la démonstration de (a) = (b), on aurait pu prendre
¢, = ayby = qdib, avec 1 <1 < m = n — 1. Cest-a-dire que la famille de vecteurs
(0,-++,0,ak4,0,+++,0,a,,,0,--+,0) engendre ker ¢, ou les ayy et a; ,, sont pris
tels que ak,k/bk = —a;cyk,bkf = ppcm(bk, bk/)

Dans ce qui suit, nous considérons un anneau A muni d’une division et un A-
algebre a gauche D muni d’une base S. En nous inspirant des algebres de polynomes,
nous appelons les éléments de S les monomes de GG. Nous allons rechercher une
division sur D.

Pour faire ceci, nous supposons que S est muni d’un ordre total <. Tout élément
X de G s’écrit de fagon unique:

X = ZXMM, avec X € A.

MeS

On appelle supp(X) = {M|Xy # 0} le support de X. Puis on appelle P(X) =
max supp(X) le monéme principal de X, en convenant que P(0) = —oo. Sinon,
on appelle CP(X) = Xpx) le coefficient principal de X. Si on se donne un idéal
a gauche I de D on définit également P(I) = {P(X)|X € I} et Iy = {Xn|X €
I NP(X) < M}. Remarquons que Iy, est un idéal a gauche de A. Entendons par
algebre de division tout D, vérifiant les hypotheses précédentes et tel que < soit bien
fondé. Alors nous avons le premier “théoreme” fondamental:

Théoreme 1. Soit D une algébre de division sur A. Alors pour tout idéal a gauche
I de D, [l’ensemble ,
R ={XcDVMecS Xyc€Ry,}

est un ensemble de restes modulo I.

Démonstration. Soit X € D. Si X ¢ Ry, alors il y a un monoéme M, avec
Xy ¢ Ry, (dou Xpy # 0). Prenons M maximal avec cette propriété et notons
le M = O(X). Alors il existe un Y € I, tel que Xy, — Yy € Ry,,. Posons
X'= X =Y. On vérifie aisément que pour tout monome N > M, on a Xy € Ry,.
En réappliquant la procédure décrite plus haut récursivement a X', on construit
une suite X, X', X" ... d’éléments de D, tous équivalents modulo I. De plus, cette
suite ne peut étre infinie, car on a O(X) > O(X') > O(X") > --- et il n’y a pas de
suite strictement décroissante infinie pour <. Le dernier terme de la suite est donc
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dans R; et équivalent a X modulo I. @

La démonstration fait croire que si la division dans A et la comparaison < se
font algorithmiquement, on a une division algorithmique dans D. Mais attention:
étant donné un a € I, il est nécessaire de pouvoir trouver un X € I, tel que
a = X);. Habituellement, I est donné par un ensemble fini de générateurs. Nous
allons donner un algorithme de division par rapport a ces générateurs. Dans la
section suivante on verra sous quelles conditions sur les générateurs cet algorithme
de division correspond a la division du théoreme 1.

Avant de donner 'algorithme, introduisons [’ordre partiel < de divisibilité sur
S en définissant que pour tout M, N € S, on a M <X N, ss’il existe un L € S,
tel que pour tout X € D, avec P(X) = M, on ait N = P(LX). Si on sait tester
Iexistence d’un tel L et le trouver dans le cas affirmatif de fagon algorithmique, on
dira que < est algorithmique. Remarquons que dans la section suivante, on impose
des conditions supplémentaires sur <, impliquant que P(LX) = P(LP(X)). Dans
ce cas on a la définition alternative plus naturelle suivante pour <:

M=<N&3LeS N=P(LM).

Une algebre de division est dit algorithmique, lorsque <, A et la division sur A le
sont. Maintenant nous avons l'algorithme de division suivant:

Algorithme 1. Soit FF = {Y1,---,Y,} un sous ensemble fini d’une algébre de divi-
ston algorithmique D et soit X € D. Alors 'algorithme de division non déterministe
suivant termine et on note X%F un résultat de cette division.

POUR M € supp(X) FAIRE (dans ordre décroissant pour <)
K:=10
POUR Y, € F FAIRE
SI P(Y;) < M ALORS
TROUVER Ny € S tel que P(NyYy,) = M
K = KU{k}
TROUVER des ay tel que Xpr = Yo arCP(NYy) + X + ({OP(NeYs) brer)
X =X- ZkEK akaYk
RETOURNER X

Remarque. Il est clair que I’algorithme termine, car le M dans la boucle principale
décroit strictement pour < et < est bien fondé. L’algorithme est non déterministe
a cause du choix pour les a;. Remarquons qu’en légerement modifiant I'algorithme
nous pouvons également calculer les Z;, avec X = Zzzl Z Y+ X+F. Sil’algorithme
de division par F' correspond a la division par (F) du théoréme 1, c.a.d. si a%F
est unique et z%F = x + (F), alors nous disons que F' est une base standard de
(F'). Dans la section suivante, on donnera une autre définition équivalente des bases
standard.
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2.3 Algebres de Grobner

Dans cette section, nous verrons d’abord sous quelles conditions une algebre de
division G est noethérienne. Ensuite, nous établirons des conditions, pour qu'une
partie finie F' C G soit une base standard de (F'). Finalement, nous établirons
des conditions pour qu’on puisse construire une base standard d’un idéal a gauche
finiment engendré.

Pour poursuivre, il nous faut généraliser un concept, qui est clair, si S est
I’ensemble de monomes d’un anneau de polynomes: on dit que < est compatible
avec la multiplication , si:

(a) 1€ Setl<P(X), pour tout X € G.

(b) P(X)<P(Y)AP(X')<P(Y') = P(XX")<P(YY"), pour tout X, X",Y,Y" €
G. De plus, on a égalité, ssi P(X) = P(Y) A P(X') = P(Y").

(¢c) CP(XY)=uCP(X)CP(Y), pour un certain u € A* et tout X,Y € G.

La troisieme condition est satisfaite en particulier, si A est un corps. Remar-
quons que si les conditions sont satisfaites, alors I'application 6y : A — A;a —
CP(Ma) est un opérateur a différences, pour tout M € S. Effectivement, on peut
écrire CP(Mab) = (0p(a)M + X)b = dp(a)on ()M + X' = dp(ab) M + X", avec
P(X),P(X"),P(X") < M.

Pour pouvoir répondre a la question, a savoir quand les idéaux a gauche de G
sont finiment engendrés, il nous faut encore quelques compléments sur la théorie
de 'ordre. On dira qu’un ordre partiel < est un belordre, s’il est bien fondé et s’il
n’admet pas d’antichaine infinie. Voir [Krus 72],[PR 81| pour quelques résultats sur
ce genre d’ordres. Nous aurons besoin de la:

Proposition 1. Nous avons:

(a) Un ordre partiel est un belordre ssi toute partie finale est finiment engendrée.

(b) Un ordre partiel est un belordre ssi toute suite admet une sous suite extraite
croissante.

(c) Tout ordre total bien fondé est un belordre.

(d) Tout ordre partiel produit de deux belordres est un belordre.

Démonstration. Soit F' une partie finale d’un belordre (c.a.d. v € FAz Sy =
y € F). Soit G C F l'ensemble des élément minimaux de F. G est une antichaine,
donc fini. De plus G' engendre F', car un belordre est bien fondé. Réciproquement,
si x1,T9, -+ est une antichaine infinie ou une suite strictement décroissante infinie,
pour un certain ordre partiel, la partie finale engendrée par {1, s, -} n’est pas
finiment engendrée. Ceci démondre (a).

Soit maintenant une suite {1, xs,---} & valeurs dans I’ensemble £ muni d’un
belordre. Extrayons une sous suite croissante {z;,, Z;,, - - } par le procédé suivant:
On appelle F;, la partie finale engendrée par les zy, avec k > i, et z, >~ z;, en
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convenant que Fy = E. On suppose par récurrence que la suite admet une infinité
de termes dans F,. Or F, admet un nombre fini de générateurs et nous pouvons
donc choisir un générateur x; ., avec i,41 > i, et tel que la suite admet une infinité
de termes dans F}, ;. Réciproquement, il est évident qu’on ne peut pas extraire une
sous suite croissante d’une antichaine infinie ou d’une suite strictement décroissante
infinie. Ceci démontre (b).

Finalement (c) est trivial et (d) découle facilement de la deuxieme caractérisation
des belordres. On rappelle que 'ordre produit de deux ordres partiels sur F resp.
I est I'ordre partiel par composants sur £ X F. @

En particulier, N*, muni de 'ordre produit est un belordre (on appelle ce résultat
aussi le lemme de Dickson) et c’est le belordre le plus important qu’on rencontre.
En fait, nous avons I'impression que tout ordre partiel de divisibilité d’une algebre
de division, qui est un belordre est en fait un sous ordre partiel de 'ordre partiel
produit sur N*.

On appelle algebre de Grobner toute algebre G de division sur un anneau noethérien
tel que < est compatible avec la division et tel que ’ordre partiel de divisibilité < soit
un belordre. A titre de culture nous remarquons que pour les théoremes qui vont
suivre, des définitions légerement moins contraignantes sont déja suffisantes. Par
exemple pour le théoreme qui va suivre, la troisieme condition de compatibilité avec
la multiplication peut étre remplacée par P(XY)|P(X)P(Y), pour tout X,Y € G.
De méme pour le théoreme suivant, il n’est pas nécessaire que = soit un belordre,
ni que A soit noethérien.

Nous avons le deuxieme théoreme fondamental:

Théoreme 2. Toute algebre de Grobner G est noethérienne.

Démonstration. Remarquons d’abord que M < N = [, C Iy, pour tout
M,N € S. Effectivement, supposons que M =< N. Il existe un L € S tel
que N = P(LM). Soit maintenant X € Ip;. On a P(LX) = P(LM) = N et
CP(LX)|CP(L)CP(X)=CP(X), donc CP(X) € Iy.

Montrons ensuite que 'ensemble E = {I;|M € S} est fini. Dans le cas contraire,
d’apres la deuxieme caractérisation des belordres, on peut trouver une suite stricte-
ment croissante M; < My < - -, tel que les I;, sont deux a deux distincts. La suite
Ing,, Ipy,, - - - est donc une chaine infinie d’idéaux a gauche de A; Contradiction.

Maintenant, pour tout J € E, I'ensemble F;; = {M|I; O J} est une partie finale
de S et admet une partie génératrice finie, minimale pour I'inclusion My, -+, M.
De plus F; est finiment engendré, disons par aji,---,ask,. Il existe donc des
XJ,/L',J' dans g, avec P(X[]yiyj) = MJ,Z' et CP(XJ,Z',J') = a4, pour tout 1 S 1 S ny et
1< <ky.

Montrons enfin que I est I'idéal I' engendré par les X;; ;. Dans le cas con-
traire, il existe un X € I — I, et on peut supposer P(X) minimal pour <. Alors
soit J = Ipx). Il existe un M;; avec M,;, = P(X) et donc un Y € G, avec
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P(X) = P(YM,;) et CP(Y) = 1. Ensuite, il existe des by, -+ ,bsx, tels que
CP(X) = blaj,l + -+ kaaJykJ. Soit X' = Y(leJ7i71 + -+ kaXJ,i,kJ)- On a
X'el, P(X')=P(X) et CP(X")|CP(X). Pour un certain ¢ € A, nous avons donc
X —cX'€let P(X —cX') < P(X). Contradiction, car X — c¢X' et ¢X’ sont alors
dans I'. Q©

Soient Y3,---,Y, € Get I = (Y3,---,Y,). On appelle combinaison admissible
de Yy,--- Y, tout X € I, qui s’écrit X = V1Y, +---4+V,Y,, avec Vi,--- .V, € G,
tels que P(V;Yy) < P(X), pour tout 1 < k < n. On note (Y1, -, Y,)aam C
I Vensemble des combinaisons admissibles de Yi,---,Y, et (Y1, -+, Y,)naam son
complémentaire dans I. Remarquons que X, X' € (Y1,--+,Y})aam et CP(X)P(X)+
CP(X")P(X') # 0, implique X + X" € (Y3, -, Y,)adm (ce qui est vrai en parti-
culier, si P(X) # P(X’')). Remarquons également que si X € (Y1, -, Y,)adm
et Yy € (Z1,-, Zm)aam (1 < k < n), alors X € (Z1, -+, Zn)aam. Par analo-
gie, avec les définitions de ()5 et P(X), définissons également (Y3, -+, Y},) padm =
{CP(X)|X =>"F_, ViYs, avec P(V;Y)) < M} et (en supposant qu'il est clair qu'on
raissonne par rapport a Y7, -+ ,Y,) Pum(X), comme étant le plus petit monome
(pour <) tel qu'on peut écrire X = > | V;Yy, avec P(V,Y;) < P,dm(X), pour
chaque k.

Donnons maintenant une autre définition pour les bases standard et montrons
que cette nouvelle définition coincide avec 'ancienne. On dit que Yi,--- .Y, est
une base standard de I, lorsque (Y1, -+, Y, )aam = I. On remarque qu’en particulier
I’ensemble X ;; ; figurant dans la démonstration précédente est une base standard, ce
qui montre 'existence des bases standard dans des algebres de Grobner. Montrons
maintenant que cette nouvelle définition des bases standard coincide avec ’ancienne:

Théoreme 3. Soit G un algebre de Grébner sur un anneau de division al-
gorithmique. Alors les deuzr définitions des bases standard coincident. De plus
X%F =0= X € (F)aim-

Démonstration. Dans cette démonstration on notera par X,X, --- les valeurs
successives prises par X dans l'algorithme. Supposons qu'il existe un X € (F),adm,
avec X%F = 0. Prenons un tel X avec P(X) minimal (pour <). On peut écrire
X =X-— Y kex @ NpYy, avec les notations de I'algorithme 1. Or ), ., apNpYy
est clairement dans (F)ugm. De plus, X%F = 0 et P(X) < P(X), donc X est
également dans (F)ygm. Il en est donc de méme pour leur somme X; Contradiction.

Supposons réciproquement que tout X € (F) est dans (F)ggm. S’il existe
un X, avec X%F # X + F, alors on peut prendre un tel X, avec P(X) mini-
mal. Remarquons qu’a cause de cette minimalité, on a (X%F)p(X) ¢ R,y -
Posons X' = (X%F) — (X + F) € (F). On a X' € (F)adm, donc on peut
écrire X' = ViY1 +--- + V)Y, avec F = {Y1,---,Y,} et P(V},Y)) < P(X'), pour
1 <k < mn. Soit K' I'ensemble des indices k, tel que P(V;Y;) = P(X’). 1l s’en
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suit que P(Y;) < P(X') = P(X), pour k € K' (donc K" C K, encore avec les
notations de l'algorithme 1) et que CP(X') € ({CP(Yy)}rex) = J. Ceci implique
(X%F) +4J = (X +F)+aJ € R Mais alors (X%F) p(x) = (X%F)px) €
R(r)px,; Contradiction. V)

P(X)?

P(x)"

2.4 Construction des bases standard

Le théoreme précédent n’implique pas qu’on ait une division algorithmique sur §.
Pour avoir cela, il faudra pouvoir construire une base standard de tout idéal a
gauche [ finiment engendré. Dans ce but, disons qu’une algebre de Grobner est
algorithmique, si Panneau A est un anneau de division algorithmique augmenté et
si pour tout couple M, N € S, on sait trouver par algorithme une partie génératrice
PG(M,N) de Syy NSy = {M' € S|M, N < M'}. Pour étre trés correct, il faudrait
rajouter la condition que le lemme 2 (voir ci-dessous) soit vérifié. Nous n’avons pas
encore réussi a démontrer ce lemme si le couple (A, G) ne vérifie pas les hypotheses
du lemme, mais il nous semble que la conclusion du lemme est toujours vraie.

Lemme 2. Soit ¢ : A" — A; (a1, -+ ,a,) = a1by + - - a,b, une forme linéaire,
tel que {(a1,- -, 1) hier soit une base du noyau de ¢. On suppose qu’une des
conditions suivantes soit vérifiée:

(a) opr = Idy pour chaque M € S.
(b) Onr est inversible pour chaque M € S.
(¢c) A est un corps commutatif.

Alors pour tout M € S, la famille {(Oar(ar1), -+ ,0nm(ain))}ier est une base de
ker pnr, avec opr: (ay, -+, a,) — a10p(by) + -+ -+ an0ar(by).

Démonstration. Le lemme est évident, si la condition (a) est vérifiée. Plus
généralement, lorsque les d;; sont inversibles, le résultat est vrai, car dans ce cas
a10pr(by) + -+ + andpr(by) = 0 = 0, (ay)by + -+ + 8,/ (a,)b, = 0. La démarche
pour démontrer le résultat plus généralement, est de plonger 'anneau A dans un
suranneau A’, dans lequel les a;, sont inversibles (par rapport a d,;). Dans le premier
chapitre, on a montré qu’on peut faire ceci. En revanche, il reste a vérifier que le
noyau de ¢’ : A™ — A’;(ay,---,a,) — aiby + -+ + a,b, admet encore la famille
{(ar1,- - ,arn) }ier comme base. Jusqu'au présent on n’a su le vérifier que dans le
cas ou K est un corps commutatif. Effectivement, dans ce cas A’ est un K-algebre
admettant une base. Le résultat suit trivialement en décomposant sur cette base.

Q©

Supposons que G est une algebre de Grobner algorithmique. Nous aurons égale-
ment besoin d’une généralisation des S-polynomes, d’apres Buchberger (voir [Buch
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65], [Buch 85]). Malheureusement, si A ne vérifie pas les conditions de la re-
marque apres le lemme 1, un S-polynome n’est plus défini relativement a deux
polynomes. Plus précisement, considérons une famille finie Y3, - - - | Y, d’éléments de
A. Il est facile de vérifier qu’on sait construire par algorithme une partie génératrice
E = PG(Py,, -+, PY,) de Sp, N---NSp, . Soit M € E. On peut trouver par
algorithme des Ny, avec P(NyYy) = M, pour tout 1 < k < n. Par ailleurs, con-
sidérons 'application ¢ := (ay,---,a,) — > o, axCP(NyYy). D’apres le lemme
1, on sait trouver par algorithme une famille génératrice {(ai1,- - ,a;n) hi<i<m de
ker . Posons X; = Y7 | QuxYk, avec Qup = ax Ny, pour tout 1 < I < m. Tout
élément X; construit de cette fagon est appellé S-élément de Yi,---,Y,. Comme,
I’ensemble E est fini, il n’y en a qu’un nombre fini. Notons cet ensemble de S-
éléments SE(Y1,---,Y;,). Les S-éléments sont importants a cause du lemme suivant:

Lemme 3. Adoptons les notations précédant le lemme. Soit Z =V Y1+---+V, Y,
avec P(Z) < L = P(V\Y1) = --- = P(V,Y,) et E 5 M < L. Alors il existe un
7' = WX, + -+ WpX,,, avec P(VV;X;) < L et P((Vk — Z?il VVlQl,k)Yk) < L,
pour tout k et [.

Démonstration. Soit M' € S, avec L = P(M'M). Avec les Ny, définis comme
tout a I’heure, on a donc L = P(M'N,Y%), pour tout k. Il s’en suit qu'on peut
écrire V, = bM'N;, + ‘/k,, avec P(Vk,) < P(Vk) On a 2221 CP(bkM,NkYk) =
Y pe1 b0 (CP(NRYy)) = 0, donc d’apres le lemme 2, ils existent ¢, - , ¢, avec
b, =Y 10y O (ary), pour tout k. Il s’en suit que CP(bM') =" CP(c,M'ayy).

Posons Z' = Y " W, X;, avec W, = ¢M'. Par construction, on a P(X;) <
M, dou P(WX;) < L, pour tout [. De plus P(byM'Yy) = P(V,Yy) = L et
PO WiQukYy) < P(M'M) = L, pour chaque k. Or le coefficient en M’ de
b M' — Zﬁl Wiy, nul. 11 en est donc de méme pour le coefficient en L de

(Ve — Z WiQuk)Yi = ((ble - Z ClMlal,k> Ny + Vk') Y.
=1 =1
Ceci acheve la démonstration. Q

Maintenant, nous sommes en mesure de pouvoir donner 1’algorithme de construction
des bases standard et de démontrer les derniers théorémes fondamentaux

Algorithme 2. Soit G une algébre de Gréobner algorithmique et F C G une partie
finie de G. Alors nous avons l'algorithme de construction de base standard de (F'):
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FAIRE
{}/17 7Yn} =F
POUR K C{1,---,n}, avec |K| > 2, FAIRE
CALCULER SE({Yy}rek)
POUR X € SE({Yi}rex) FAIRE
SI X%F # 0 ALORS
F:=FU{X%F}
JUSQU’A F n’a plus changé
RETOURNER F

Remarque. Il est clair qu’en légerement modifiant ’algorithme, on peut également
exprimer les éléments de la base standard rendue comme combinaison linéaire des
Yy, -+, Y, originaux.

Théoreme 4. Soit G une algébre de Grobner algorithmique. Alors G est un anneau
de division algorithmique.

Démonstration. En utilisant le théoreme 3 et la remarque apres 1'algorithme 1,
il reste a montrer que pour toute partie finie F' C G, 'algorithme 2 termine et rend
une base standard de F'.

Montrons d’abord que ’algorithme 2 termine. Comme dans la démonstration du
théoreme 2, on a (F)araam S (F)Nadm, st M < N. De plus, si F' = FU{X%F},
pour X%F # 0, montrons que (F)px%ryadm C (F')p(x%F)adm- Effectivement,
dans l'algorithme 1, on a ({CP(NiYi})kex) = (F)madm, pour tout M € S, d’ou
(X%F)y € Rryy,un, pour tout M € S. Donc, si par ailleurs CP(X%F) €
(F") p(x%F),adm, alors CP(X%F) =0, d’ot X%F = 0.

Supposons maintenant que l'algorithme ne termine pas, pour un F' donné. Il
existe donc une suite infinie (F}, Xy), (Fy, X3),- -+, avec Fy = F et F,1 = F,U{X,,},
avec X, %F, # 0. On peut en extraire une sous suite (Fy,,, Xy,), (Fy, Xn,), - telle

que P(X,,) X P(X,,) < ---. D’apres ce qui précede, on a donc la chaine ascendante
infinie (Fp.,)p(x,, %, )adm C (Fuy) P(X0,%Fny)adm C -+ d'idéaux & gauche de A;
Contradiction.

Montrons maintenant par ’absurde que 1’algorithme 2 rend bien une base stan-
dard de (F). Supposons alors que F' est un résultat de l'algorithme 2, qui n’est
pas une base standard de (F'). Il existe donc un Z € (F),qa4m et choissisons le de
sorte que L = P4, (Z) soit minimal. Ecrivons Z = VY] + --- + V,Y,,. On peut
supposer sans perdre de généralité que P(V,Y)) = --- = P(V,)Y,), quite a remplacer
{Y1,---,Y,} par un sous ensemble {Y;}icx pour lequel ceci soit vrai. D’apres le
lemme 2, on peut trouver un Z' = W1 Xy + - + W, X, avec P(WX;) < L et
P(Vie = X225 WiQuk)Ys) < L, pour tout k et . Or les X; sont combinaisons ad-
missibles des Y. Il s’en suit que Py, (Z2') < L et Py, (Z — Z') < L. Mais alors
P,im(Z) < L; Contradiction. Q
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Remarque. L’algorithme 2 peut encore étre optimisé du point de vue de la vitesse.
On peut par exemple supprimer des éléments redondants dans F' en cours de route et
diviser chaque Y} € F par F'—{Y,}. De plus, lorsque les hypotheses de la remarque
apres le lemme 1 sont vérifiés, on vérifie qu’il suffit de considérer des sous ensembles
K de {1, - ,n} de deux éléments, comme dans l’algorithme classique.

Lorsqu’on considere des algebres de Grobner sur des algebres de Grobner, on
voudrait également pouvoir démontrer qu’'une algebre de Grobner algorithmique est
en fait un anneau de division augmenté. D’apres la deuxieme caractérisation des
anneaux de division augmenté (lemme 1(c)), ceci sert également lorsqu’on considere
des divisions sur des modules libres a gauche de type fini sur une algebre de Grobner.
En effet, nous avons le:

Théoreme 5. Soit G une algébre de Grobner algorithmique. Alors G est un anneau
de division algorithmique augmenté.

Démonstration. Nous allons montrer ceci en utilisant la premiere caractérisation
des anneaux de division algorithmique augmentés (lemme 1(b)). Considérons donc
I’application linéaire

v:G" = g,

Traitons d’abord le cas ou F' = {Y1,---,Y,} est une base standard. Soit X; un
S-élément d’un sous ensemble K de F. On peut écrire X; = ZZ:1 Q1 xYk, avec les
notations précedant le lemme 3 et en convenant que a; =0, si k ¢ K. La division
de X; par F' nous fournit également une expression de X; comme combinaison ad-
missible de Y3, -+, Y;, disons X; = @), Y1 + -+ @}, Yy, Il est clair que le n-tuple
(@1 — Qi+, Qp,, — Qi) est dans le noyau de ¢. Nous affirmons que le module
a gauche M engendré par la famille de n-tuples ainsi construits est égal a ker ¢.

Notons par M le module a gauche engendré par la famille qu’on vient de constru-
ire et montrons notre affirmation par I’absurde. Prenons (V3,---,V,) € kerp — M,
tel que L = max(P(V1Y1),- -, P(V,Y,)) soit minimal (pour <). Prenons pour
I'ensemble K de tout a I’heure, 'ensemble des indices k tels que P(V,Yy) = L.
D’apres le lemme 3, appliqué sur les Yy, avec k € K et en prenant Z = 0, il existe
un 7' = Wi X, + -+ W, X,,, avec P(W,X;) < Let P(Vi, — >, WiQux)Ys) < L,
pour tout k et [. Or on a également P((3 ", W,Q;,)Y:) < L, pour tout &,
car P(Q;,Xi) < P(X;), pour tout k et [. Considérons maintenant le n-tuple
(‘/1,7 T ,V,;), ou

Vi=Vit+ Y W(QLE-QLE),
=1

pour chaque k. D’apres ce qui précede, on a P(V/Yy) < L, pour chaque k et
ce n-tuple est donc dans M, d’apres ’hypothese de minimalité. Il s’en suit que
(Vi,++-,V,) est également dans M; Contradiction.



34 CHAPTER 2. SUR LA THEORIE DE LA DIVISION

Traitons maintenant le cas général. Construisons une base standard Y/, .-, Y,
de (Y1,---,Y,). D’apres la remarque apres les algorithmes 1 et 2, on peut trouver
des R}, et Ry, tels que Yy, = > 0y Ry oYy et Yo = Y710 | Ry Y. Sinon, d’apres
ce qui précede, on sait trouver une famille de générateurs (1, ,Qin)icr du
noyau de ¢’ : (V{,--- V) = VY 4+ ...+ VY Alors nous prétendons que les

vecteurs lignes de la matrice
RR-1,
QR

engendrent ker . Effectivement, soit (V1,---,V,,) dans le noyau de . Considérons

V' comme vecteur ligne et Y et Y’ comme vecteurs colonnes. Nous avons donc

VY =0,et VR'Y" =0, d’ou 'existence d’un vecteur ligne W, avec VR = WQ. On
en déduit VR'R = WQR, d’ou I'expression

R'R—-1,

V= (VW) ( OR ) .

Ceci acheve la démonstration. v

Bien qu’on puisse réduire canoniquement un élément par rapport a un idéal a
gauche dans un anneau de division algorithmique, on peut également demander
a avoir des formes canoniques pour ces idéaux a gauche mémes. On dira qu'un
anneau de division algorithmique est un anneau de réduction, si pour tout idéal a
gauche présenté par des générateurs, on sait trouver des générateurs canoniques par
algorithme. Dans ce cas, chaque idéal a gauche est représenté par un unique objet.
Si de plus, A est un anneau de division augmenté, on dira que A est un anneau de
réduction augmenté.

Supposons qu’on ait une algebre de Grobner algorithmique sur un corps. En
divisant chaque élément d’'une base standard par rappport aux autres et en normal-
isant les termes principaux, on obtient ce qu’on appelle une base standard réduite.
On montre aisément que pour un ordre < fixé, un idéal a gauche donné admet une
unique base standard réduite. Nous comptons obtenir un résultat semblable pour
une algebre de Grobner algorithmique sur un anneau de réduction.

Cependant, nous remarquons qu’on n’a tout de méme pas besoin de cette notion
plus forte pour tester ’égalité de deux idéaux a gauche. Effectivement, un idéal a
gauche est inclus dans un autre, si chaqun des générateurs de 1'un se reduit a zéro
modulo 'autre. Comme pour un idéal donné, la construction d’une base standard
peut se faire beaucoup plus vite pour un certain ordre <, compatible avec la mul-
tiplication que pour un autre ordre <’, il n’est sans doute pas réaliste de fixer un
ordre pour le bon, ce qui est nécessaire pour rendre 'algebre de Grobner un anneau
de réduction.
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2.5 Exemples d’algebres de Grobner

Exemple 1. L’exemple le plus classique d’une algebre de Grobner est bien entendu
I'anneau de polynoémes G = K[Xy,---,X,], ou K est un corps. On prend pour S
I’ensemble des monomes de G. Comme ordre < sur S, compatible avec la multipli-
cation, il y a plusieurs possibilités: 1'ordre lexicigraphique, 'ordre lexicographique
gradué , 'ordre lexicographique inverse gradué, etc. Comme S est stable par mul-
tiplication, l'ordre partiel de divisibilité coincide avec la divisibilité dans G. Sinon
Sy N SN = Sppem(m,n), pour tout couple de monoéme (M, N) et ou le ppcm est pris
dans G. Il s’en suit que G est une algebre de Grobner algorithmique. Remarquons
qu’on n’a méme pas eu besoin de supposer K commutatif, sous la condition que les
indéterminés Xy, ---, X,, soient dans le centre de G.

Les définitions et les démonstrations des théoremes dans les sections précédentes
se simplifient de facon importante dans ce cas particulier. La condition (b) de la
compatibilité avec la multiplication peut étre remplacée par X < Y A X' <Y' =
XX'<YY' acause du fait que S est stable par multiplication. La condition (c)
est trivialement vérifiée, car K est un corps. La démonstration du théoreme 2 se
simplifie, car une partie F' de G, telle que P(F) engendre P(I) est une base stan-
dard, a cause du fait que K est un corps. Sinon, la condition (b) pour que G soit
algorithmique est trivialement vérifiée, toujours parce que K est un corps et d’apres
la remarque faite a la fin de la section 2.4, il suffit donc de calculer des S-polynomes
dans 'algorithme 2, ce qui le simplifie nettement, ainsi que sa démonstration.

Exemple 2. La premiere extension de ’exemple précédent apparait, lorsque G =
A[Xq, -+, X,], ou A est juste un anneau principal commutatif. Les principaux ex-
emples sont A =7Z, A = K[X] et A= K|[[X]]. Maintenant, les démonstrations des
théoremes 2 et 3 ne se simplifient plus essentiellement. En revanche, ’algorithme 2
ainsi que sa démonstration se simplifient encore, du fait qu’il suffit de calculer des
S-polynomes.

Présentons maintenant un exemple de construction de base standard dans G =
Z[X,Y], avec pour < 'ordre lexicographique gradué, avec X <Y. Prenons

F ={4XY?-2X,3X?Y —Y}.

Rajoutons d’abord 3X (4XY?—2X)—4Y (3X?Y —Y) = 4Y?—6X? 4 F et réduisons
chaque élément par rapport aux autres. On obtient 4XY? —2X — 6X? —2X, d’ou

Fy, = {3X%*Y —Y,6X° —2X,4Y? — 6X°}.

Calculons & nouveau les S-polynomes: 2X (3X?—Y)—Y (6 X®*—2X) =0, 4Y (3X?Y —
Y) —3X?%(4Y? — 6X?) = 18X* —4Y? — —4Y? + 6X? — 0 et 2Y23(6X% — 2X) —
3X%(4Y? — 6X?) = 18X° —4Y? — —4XY? + 6X° — 0. Il s’en suit que F; est une
base standard de (F'). Dans la figure 1 on trouve une visualisation de la situation:
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Yo 4 4 1 1 1 1 1

Y4 4 4 1 1 1 1 1

Y3 4 4 1 1 1 1 1

Y? 4 4 1 1 1 1 1

1 6 6 6 6

I | X [ X2 X3 | XY X5 | X6 ..

Figure 1

Exemple 3. Considérons I'anneau non commutatif G = Q[z, d| d’opérateurs différen-
tiels linéaires a coefficients polynomiaux dans Q, avec bien entendu la composition
comme loi multiplicative. On remarque un abus de notation, car G n’est pas iso-
morphe a ’anneau des polynomes en deux variables. Néanmoins, la signification
de Q[z,d] est claire et dans la suite on pratiquera systématiquement cet abus de
notation.

Cette fois ci, S = {2"d™}, men n'est plus stable par multiplication, car dz =
zd + 1. En revanche, on vérifie que 'ordre lexicographique sur S, avec z < d est
compatible avec la division au sens de la définition dans la section 2.3. Donnons un
exemple de calcul de base standard dans ce cas non commutatif. Prenons

F = {zd® +22%d + 2* + 2,d° + zd® + 2d}.
Calculons le “S-opérateur” des deux opérateurs de F"
d(zd? + 22°d + 2° + 2) — 2(d® + 2d® + 2d)

= (Z+ 1)+ (P +32)d+ 32+ 1

— d* 4 (2 +32)d - 2P+ 222+ 1.
Ensuite, réduisons les éléments de F U {d* + (—z% + 32)d — 2* + 222 + 1}

zd* +22%d 4+ 2° 4 2
— (' =22)d+ 2 -2

d® + zd® +2d
(2° = 22)d* + (2" + 2* — 2)d + 42° — 42
(2% —d2* + 722 = 2)d+ 2" — 72° + 7% — 22,

Ll
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On obtient:

Fo={d*+ (—2* +32)d — 2" + 22> + 1, (2" — 2%)d + 2° — 2°,
(2% — 42t + 722 = 2)d + 27 — 72° + 72 — 22},

En réduisant les deux derniers éléments, on trouve ensuite 22d + 2% € (F). Puis,
en réduisant le premier élément, on obtient zd + 2? € (F). Enfin, en simplifiant
encore ce premier élément (en divisant le terme en d par zd + z?), on obtient la base
standard suivante pour (F):

Fy={d® -2+ 1,2d + 2*}.

Exemple 4. Considérons 'anneau G = A[d] = C[[z]][d]. On sait que C|[[z]] est un
anneau local et principal. On prend S = {d"},en et pour < 'ordre naturel sur S.
La condition (c) de la compabilité avec la multiplication est trivialement vérifiée,
car 0p; = Id 4, pour tout M € S. Ceci est d’ailleurs une situation générale lorsqu’on
considere des opérateurs différentiels. On remarque que A n’est pas dénombrable et
ne peut donc étre algorithmique; On a donc uniquement 'existence théorique des
bases standard par le théoreme 3. Remarquons en revanche qu’on peut tres bien
considérer des sous anneaux principaux A au lieu de A, comme par exemple A =
Q(eap(z), sin(z), etc.)[z], qui sont algorithmiques. Formellement, les algorithmes 1
et 2 s’appliquent alors.

On peut également prendre pour A ’ensemble des séries formelles, convergentes
dans une voisinage de 0. Dans ce cas l'algebre G est ’algebre des germes d’opérateurs
différentiels analytiques. On remarque (voir [Sab 90]) que pour ce genre d’algebres
on a un résultats encore plus fort sur la structure des idéaux a gauche en analysant
bien leurs bases standard: Tout idéal a gauche est engendré par les deux éléments
(ou par 'unique élément) d’une base standard de degré maximal et minimal en d.

Exemple 5. Pour des opérateurs a différences on a des résultats semblables aux
opérateurs différentiels. Il faut cependent prendre quelques précautions.

Considérons par exemple lalgebre & gauche G = K|z, 4], avec 0z = 2%§. Cette
algebre a gauche n’est pas noethérienne, car I'idéal & gauche (26,262,---) n’est
pas finiment engendré. Effectivement, quand on considere l'ordre lexicographique
naturel < sur S = {2"8™}, men, on s’appercoit que l'ordre de divisibilité < n’est
pas un belordre & cause de I’antichaine infinie 28, 262, ---. On se demande d’ailleurs
si cette situation est générale (c.a.d. si G est noethérien, est-ce qu’il existe S et <
pour lesquels < est un belordre).

La condition (c) de la compabilité avec la multiplication n’est pas nécessairement
vérifiée non plus, si A n’est pas un corps. Considérons par exemple G = A[d] =
Z[Z][6], avec 6z = 224. Alors G n’est pas noethérienne, car I'idéal & gauche (26, 262, - - )
n’est a nouveau pas finiment engendré.

Considérons maintenant G = Q[z,0,41]. Ceci est une algebre de Grébner algo-
rithmique. De méme Q(z)[o,2] est une algebre de Grobner algorithmique, bien qu’il
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n’en est pas de méme pour Q[z,0,2].

Remarque. Dauns le cas particulier ot on considere ’algebre G = K[|, ol x est soit
une indéterminé, soit un opérateur différentiel ou autre, on peut remarquer que la
division par rapport a un élément de G est une sorte de division Euclidienne. Effec-
tivement, le théoreme 1 donne que pour tout X,Y € G il existe d’uniques @), R € G,
tels que Y = QX + R, avec M(R) < M(X) (c.a.d. deg(R) < deg(X)). Il s’en suit
que G est principal. Il existe donc des pgeds et des ppcms dans G et on peut les
calculer, lorsque K est algorithmique. L’algebre a gauche K(z)[o,2] de tout a I’heure
est par exemple principale.

Exemple 6. Dans les exemples précédents, I'ordre partiel de divisibilité est chaque
fois isomorphe a l'ordre partiel produit sur N*. Ceci n’est pas nécessairement le
cas, comme on voit en considérant G = Q[X?%,Y?, XY]. Néanmoins, nous avons
I'impression que 1'ordre partiel de divisibilité d’une algebre de Grobner est chaque
fois un sous ordre partiel de ’ordre partiel produit sur N”. Cet exemple est quand
meéme a garder en téte lorsqu’on classifie les algebres de Grobner. Effectivement,
en imposant des lois de commutation non commutatives entre X2, Y2 et XY, on
peut fabriquer des algebres, qui ne sont pas sous algebre de Q[ X, Y], pour n’importe
quelles lois de commutation qu’on a imposées sur X et Y.

Exemple 7. Soient { et (' deux éléments non collinéaires avec 0 dans C et 0 et ¢’
les opérateurs a différences avec 6z = z + ( et 0’2z = 2z + (’. Alors 'algebre a gauche
G = C(2)[6,0'] est une algebre de Grobner. On peut notamment se demander quel
est I’ensemble de zéros Z(I) (voir 'exemple 1.5) d’un idéal a gauche I de G dans
I’ensemble des fonctions méromorphes sur C.
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Chapter 3

Sur certains produits infinis

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie ’asymptotique des produits de la forme

1=,

k=0
Cette fonction vérifie I’équation mahlérienne suivante:

(%) = (1—2/a)f(z), oha#0et f(0)=1,

L’étude de cette équation est importante, car toute suite mahlérienne est produit de
convolution de suites mahlériennes relevant de cette équation et d’une suite réguliere
(voir [Dum 93]). On montre que le comportement du n-ieme coefficient de Taylor
fn =1[2"]f(2) dépend essentiellement du module de a. Sile module de a est inférieur
a 1, Panalyse des f, est facile; f(2?) étant analytique pour |z| < v/a, on a:

oo 110
En revanche le cas |a| > 1 donne lieu a des comportements tres divers. Dans la
quatrieme section on montre que pour toute “bonne” fonction h, avec z < h(x) <
zlgz, il existe un a de module 1, tel que lg|f,| = h(lgn); ici lgz = log, = et
fo = maxi<i<p | fi|. En fait, le comportement des f,, dépend essentiellement du
développement en binaire de arga/27. Enfin, pour |a| > 2, les f,, restent bornées,
mais se comportent de facon extréemement chaotique. Il y a donc peu de chance que

le comportement des f,, rentre dans une échelle asymptotique habituelle.

3.2 Encadrements de lIg fn

Fixons d’abord quelques notations. On rappelle qu’on note lgz = log, z et fn =
maxi<i<y | fi|. Pour z et 2’ de module 1, on note par d(z,z') leur distance sur le

40
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cercle unité divisé par 2.
Pour tout 0 < r < 1 'inégalité triangulaire nous donne alors:

1—rz]|<|1—z|+1—r<2nd(l,z)+1—r.
En utilisant la concavité de lg on obtient alors:
—lg |l —rz] > min(—lg d(1,2), —1g(1l —r)) — 4. (3.1)
Puis on a pour z = €™ et |a] < 1/2:
11— rz]? — (2d(1,2))* =

1+ 7?2 — 2rcos(2ma) — 4o’

On vérifie aisément que cette expression est toujours positive. On obtient donc:

1 —rz| >2d(L,2) =

—lg |1 —rz] <min(—1g d(1,2), —1g(1l —7)). (3.2)
Dans un premier temps on va essayer de minorer Ig |f(ra)|, pour r = 1/21/%";

2k_1
12 1

lg|f(ra)|=> —1g
k=

0

Puis, d’apres l'inégalité (1):

n—1
. 1
] 2k—1
lg|f(ra)| > kE:O mln{—lg d(1,a” ), —lg (1—22;c—n>} —4n.

Or, comme

._.
(0°]
N
—_
|
[\
Nl =
8
~—
|

g (1 _ ef(ln2)2_””>

= lg((In2)27" + 0(27*"))
= Igln2 -2+ 0(277),

il existe des constantes C; et Cs tel que pour k£ < n:

—n

1
C’1+k—n<lg<1—2T><C’2+k—n, (3.3)

d’ou on tire enfin:

lg|f(ra)| > A, + O(n), ou: (3.4)
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n—1
Ap 2 min(|—1g d(a,a®)],n — k).
k=0

Essayons de comprendre intuitivement ce que represente A,. Si on développe
arg a/2m en binaire, alors la quantité o, = [—1lg d(a,a?")|, qu’on appelle le n-ieme
autocorrélateur de a, mesure plus ou moins le nombre de chiffres en commun apres
la virgule entre ce développement et le méme développement décalé de n chiffres
vers la gauche (en convenant qu’on tient compte des irrégularités dues a 1,000 - - - &~
0,111---). On mesure donc quelque chose comme le taux de réappararition des
premiers chiffres de arga/27 dans son développement binaire. Si ensuite on met
dans un diagramme le nombre d = a4 en fonction de k, alors A,, représente le nombre
de cases du diagramme en dessous de la ligne d’équation d = n — k ce qui revient
a “tronquer” le diagramme. On appelle A, la série d’autocorrélation associée a a.
Dans les figures 1.a et 1.b on montre les diagrammes associés a différentes valeurs
de a.

Maintenant qu’on a donné un sens physique aux A,, on peut affirmer que si
arg a/2m est rationnel, son développement binaire est périodique a partir d’un certain
rang, donc A, ~ cn ou A, ~ cn?®. Dans ce cas on peut obtenir des estimations
précises des f,, par la méthode de col (voir [Dum 93]). Sinon, pour que la formule
(4) nous soit utile, il faut que A, > n. C.a.d. il faut qu'il y ait suffisamment
d’autocorrélation (ce qui par exemple n’est pas le cas si a = —1).

Dans un deuxiéme temps, on cherche a majorer lg|f(z)|, pour |z| = r. Soit donc
b de module 1. On a:

o0 2k n—1 b2k
lg|f(rb)| = P < Z — — o + M, avec
k=0 k=0

M = sup lg|f(z)]-
j2l<1/2

En utilisant (2) on obtient ensuite:

n—1
1
] )| < ind—lg d(a,b*), —1g (1 - —— M
£15(70)] < 3 min { g diest”) 1 (1= ) | +

et finalement, en utilisant (3):

lg | £(rb)| > By + O(n), ot (3.5)

demem —lg d(a,b*")],n — k).

Intuitivement 3, £ [—lg d(a,b*")] mesure le nombre de chiffres en commun

entre le développement en binaire de arga/2m et argb/2m, décalé de n chiffres vers
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la gauche. Ceci implique que quand ce nombre est grand, alors (3,14 est voisin de «.
Dans la section suivante, on utilisera cette remarque pour montrer que la seconde
série d’autocorrélation B, & Sup =1 Bon > A, est asymptotiquement équivalente a
A,.

Pour terminer, montrons maintenant comment obtenir un encadrement de lg fn
a laide de (4) et (5).

Premiérement soit C, le cercle de centre 0 et de rayon r = 1/2'/":

AL

9 1
2m Jo, ot

[fal <

< 9Bpgm+0gn) | L
/rtn

On en déduit la premiere inégalité pour lg fn en utilisant le fait que B,, est croissant:

Ig|ful <lg fn < Brgm + O(lgn). (3.6)

Pour obtenir une inégalité dans I’autre sens, on supposera que:
— A, ~ By,
— n=o0(4,).
— Ay <A, + M(n —n)lgn’ pour un certain M et tout n’ >n > 1.

Dans la section suivante on donne des conditions impliquant ces hypotheses.
D’apres I'inégalité (4), on a pour r = 1/21/™:

o0 o0
24 TOUN < |f(ra)| < 3|l < 30 = f(r).
k=0

On en déduit en particulier que lgn = o(lg f,) (sinon f(r) est & croissance polyno-
miale en n contrairement & 24Us» . Posons maintenant:
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On a clairement lgn < 1g f, < ¢(n) < Align)-
on a pour tout k > 4nyp(n):

p(k) <

On en déduit que:

On a également:

AUg 4dnp(n

Ceci entraine:

2Alg(ane(n) | TOUgn)

D’ou finalement:

[N

IN

IN

IN

IN

Z fk2__ =

k=[4ny(n)|

— Algn) < M[lgdo(n)]lg|lg4np(n)]

Ang dnp(n
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De plus, si n est suffisamment grand,

lg fi

sup ——A
z>£ Aligu ek

1 k
sup —=> f (Aign] +M(lg +1)l1glgk)
I>n A|lgl]

k

o(n) +2M(lg " +1)Iglgk
k k k
— +3Mlg—lg(lg— +1gn)
an n n
k k k k
— +3Mlg—lg(lg— + —)
an n n o on
k
2n’

1

IN

= O(lgn).

IN
)
=
o
g

IA
L[]
=

[\
SRk

I

=
Do
SRES
_|_

I

=
)
3o

IN
—
=
S

jS
— o
S
~—
[
\)
'S
g
[N}
S
5
2

| +O(lgn) lg fL4n<p(n)J + 4ip(n)

Sp(4nip(n)).



46 CHAPTER 3. SUR CERTAINS PRODUITS INFINIS

On a donc:

3.3 Sur les liens entre les deux séries d’autocorrélation

Dans toute cette section nous supposons que les conditions (C) suivantes sont
vérifiés:

— n=o0(4,).

— o, = 0O(n).

— Pour tout A < 1, il existe un N tel que

/
Anl Z )\7’1,

vn'>n> N —
n n

(3.8)

Intuitivement ceci veut dire qu’a la fois il y a suffisamment et pas trop d’autocorrélation
et que A, croit de facon “réguliere”. La deuxieme condition entraine l’existence
d’une constante C' > 1, telle que «,, < Cn, pour tout n > 0. Fixons cette constante
une fois pour toutes. Le but de cette section sera alors de d’établir le lemme 1 et le
théoreme 1. Combinant ces résultats avec ceux de la section précédente on obtient
alors un encadrement de Ig f,, lorsque les conditions (C) sont vérifiées.

Remarquons tout d’abord que pour 0 < § < S, et fu4s < B, — 0 — 2, (o on
peut remplacer la condition 3,5 < 8, —d — 2 par ag < [, — 0 — 2, menant de fagon
semblable au méme résultat) on a:

d(a,b*") < 270 =
d(@®,p*"") < 27D o
d(a, ") = d(a,a®)| < 2729

et comme d(a, b*""") > 2~ (=01,

2n+6

g d(a, ") — g d(a,a®)] < 1=

|5n+6 - Oé(g| S 1. (39)
Nous sommes maintenant en mesure de pouvoir démontrer le:

Lemme 1. Avec les conditions (C), il existe M tel que pour tout n' > n > 1, on
a:
Ay — A, <M —n)lgn'.
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Démonstration. Raisonnons par récurrence sur n’ — n; il suffit de trouver un M,
tel que 4,41 — A, < Mlg(n + 1), pour tout n > 1. Or A, — A, = Card{k <

nlay, > n — k}. Soient alors 0 = ng < n; < -+ < n; < n les nombres tels que
p, >n—mn;. Pour 0 <i<jeto<(n—mn;—2)/(C+1),ona:
1
a5§05§(n—ni—2)(1—0—+1)Sn—ni—2—6§ani—5—2.
Donc d’apres (9), on a oy, 45 < a5+ 1, d'ott ap, 45 <n—mn; — 3§ et
n—n; —2
ni—l—l_niZW

Par récurrence, il s’en suit que:

ni > (1— (&5))(n—2).

En particulier: _
n—3<n;3<(1- (<) ) (n—2), dou

C+1
: lg(n — 2)
—_3I< ==
TS g (@)

Alors A, 41 — A, =j < M'lg(n+1), pour M' =2/1g((C'+1)/C) et tout n a partir

d’un certain rang N. Pour finir, il suffit de poser

A2—A1._. Ay —An_
lg2 > 7 IgN '

M = max <M', Q@

Lemme 2. Soit b de module 1. Alors:
n—1

By, = Zmin(ﬂk, nC) + O(n),

k=0

le terme d’erreur étant uniforme en b. En particulier dans le cas = «, on a:

n—1
Ay =) ap+0(n).
k=1

Démonstration. D’abord, posons C' = 3C? + 11C + 5. Ensuite raisonnons par
récurrence. Plus précisément, supposons par récurrence qu’on ait I'inégalité suivante
pour tout n' < n:

n—1
Z ap — A, <C'n. (3.10)
k=1



48 CHAPTER 3. SUR CERTAINS PRODUITS INFINIS

Alors montrons qu’on a l'inégalité pour n' = n et donc pour tout n’ par récurrence.
Ceci nous donne le cas particulier du lemme. Par ailleurs, toujours sous I'hypothese
de récurrence, on montrera également que:

n—1
0< Zmin(ﬂk,C’n) — By, < C'n.
k=0

Ceci achevera bien la démonstration du lemme.

Fixons donc b de module 1. Comme pour n = 0 il n’y a rien a démontrer, on
peut supposer que n > 0. Soient 0 < ng < ny < -+ < n; < njp; = n les nombres
définis par

no=min{k >0 | >n—k}
ni=min{k > ny |Bx >n—k}
n;= min{k > n;_1|Bx > Bn,_, — (k —nj—1) — 2} , pour 2 < i < j.

Alors pour 6 < (n—ng —2)/(C 4+ 1), on trouve ag <n—nyg—2—39 < B,, —0 — 2.
Puis en utilisant (9), on obtient ny — ng > (n —ny — 2)/(C' + 1). Ceci nous donne
enfin:

n—2

C+1

Soit maintenant 1 < ¢ < j — 1. Pour § < (3,, — 3)/(C + 1), on trouve a; <
B, —3 — 0§ et en utilisant (9),

ny >

Puis encore a cause de (9), on a |5y — ag—p,_,| < 1, pour n;_; < k < n;. Il s’en suit
que:

n;—1 n;—1

Z Og—p;_y + 15 — N1 > Z Br

k=n; 1+1 k=n; 1+1

n;—1

Z min(fg, n — k)

k=n;_1+1

v

n;—1

Z min (S, n; — k)

k=n;_1+1

v

n;—1

Z min(ak,nifl, n; — k) — (nz - ni,l)

k=n;_1+1

Y,

= Api—ni — 2(n; —niz1).
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Or, comme n; — n;_1 < n, on a d’apreés (10):

n;—1
Z Qp—n; 1 — Ani*ni71 S C"(nz — ni,l). (311)
k=n;_1+1
Il s’en suit que:
n;—1 n;—1
> Be— Y. min(Ben—k) < (C'+3)(n; —nisy).
k=n;_1+1 k=n;_1+1

Par ailleurs on avait montré 3, — 3 < (C' + 1)(n;+1 — n;), donc:

J j—1
Z/an < Bno + 571]- + (C + 1) <Z Nj+1 — n;) + 3(] + 1)
i=0 1=2

< By + By +(C +4)n =

J
Zmin(ﬂni, Cn) < (3C+4)n.
i=0
En rassemblant tous les morceaux, on obtient:

n—1 J
0< Zmin(ﬁk, Cn) — By, = Zmin(ﬂni, Cn) — (n—n;) +
k=0

i=0
i mip1—1
Z Z min(fy, Cn) — min(fy,n — k)
i=1 k=n;+1
J J
< > min(B,,,Cn) + Y (C"+3)(nip1 — ny)
1=0 1=1
< (BC+4)n+ (C"+3)(n—ny)
1 2
< ' - -
< BC+4)n+ (C"+3)(1 C+1))n+ o1l
< (C'n.

En particulier, lorsque b = a, on obtient:
n—1 n—1
Zak — A, Zmin(ak,C’n) —A,—Cn<C'n
k=1 k=0

Ceci est la relation (10), pour n' = n. @
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Lemme 3. Soit b de module 1. Il existe une suite {p;}, avec des termes poten-
tiellement infinis, telle que

n:Ap0+"'+Apj+AT+O(n)7

pour tout n = py +---+p; +r, avec 1 <r < p;q. De plus le terme d’erreur est
uniforme en b.

Démonstration. Soit la suite ng = 0 < n; < --- telle que pour tout i > 1, n;
soit le plus petit nombre plus grand que n,_; et tel que f3,, soit plus grand que
B, — (n; — n;j—1). Montrons que la suite {p;} définie par p; = n;11 — n; convient.
Reprenons les notations du lemme précédent. D’apres (10), on a:

Ap0+Apl+---+A + A =

J—1pi—-1
= ZZ@HZWO
=0 k=1
ylnH_ll
S S et 5 +O0)
=0 k=n;+1 k=n;+1

Puis, remarquons que pour les mémes raisons que dans la démonstration du lemme
précédent, on a:
Bni -3 S (C + 1)(7’LZ’+1 - TLZ) s d’ou

Z min(3,,,Cn) = O(n).

D’autre part, d’apres (9), on a |y — ag—n,| < 1, pour n; < k < n;4y oun; < k <n.
On en déduit:

n—1

By, = Zmin(ﬁk,C’n)JrO(n)

j—1mn; 1

= Z i min(S, Cn) +Zm1n Br, Cn) + O(n)
=0 k=n; k=n;
j—1lmjp1—1 ]

= ZZmlnakn,CTl +Zm1naknacn)

=0 k=n; k=n;

j

Zmin(ﬁni, Cn)+ O(n)
i=0

] 1 Ni41— 1

:ZZakm+Zakn]+O)

=0 k=n;+1 k=n;+1
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Finalement on remarque que tous les termes d’erreur utilisés sont uniformes en b,
d’ou le lemme. QO

Démontrons maintenant le théoreme principal de cette section:
Théoréme 1. Lorsque les conditions (C) sont vérifiées, on a A, ~ B,,.

Démonstration. Supposons qu’on ait (8) pour certains A et N. D’apres le lemme
3 on peut écrire pour tout b de module 1:

Bb,n = APO +-t Apj + O(n)a

pour certains nombres py, -+, p; de somme n. Alors:
By, = Z Ay + Z A, +O(n).
1,pi<N valZN
Or 4
k
2 Ap s max 5 =0(n)
vai<N
et d’autre part:
S Aoy L
. A, — An T A
i,pi>N i,pi>N
D’ou: B . )
b,n n
= < -+ 0(——) =~+o(1).
S (An) 5 o)

Le terme reste étant uniforme en b, pour tout \’ < A, on a donc a partir d’un certain
rang:

1
N
Ceci étant vrai pour tout A < 1, on a donc A,, ~ B,,. @

B, < —A,.

Remarque. Nous pensons qu'on a méme la chose suivante: Lorsque les deux
premieres conditions de (C) sont vérifiées alors il y a équivalence entre la trosieme
proposition et la proposition A, ~ B,.

3.4 Sur la diversité de comportements possibles
de g f,
On dira qu’une fonction h : Rt — R est réguliere, si:

— h(x) = h(z)/x est croissante et tend vers l'infini.
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!/

— AMVa'>z h(a') — h(z) < Mg r.
T

Remarquons que toute fonction réguliere h vérifie nécessairement = < h(r) < vlgw.
Si h est dérivable, alors la deuxieme condition est notamment vérifiée si h'(z) < 1/x.
En particulier toute fonction dérivable h telle que

1 - 1
< h(x) =< =
rlge — (x)_x

est réguliere; Ceci nous permet d’associer injectivement une fonction réguliere a
chaque fonction continue asymptotiquement comprise entre 1/(zlgz) et 1/z.

Montrons maintenant comment on peut construire des a de module 1, tels que
lg fn ait le méme comportement que h(lgn), a un facteur constant pres, étant donnée
une bonne fonction h. Fixons d’abord quelques notations. Pour a de module 1, on
pose

arga  ~ a;
5 _;E’ avec a; € {0,1}.

/

n, etc. de la méme facon que pour a.

Sinon pour a' de module 1, on définit A), «
Démontrons tout d’abord quelques lemmes:

Lemme 4. Soient a et a' de module 1 et N tel que d(a,a’) < 27V. Alors:

(a) |og —af] <1, pour tout k, tel que ay < N — k — 3.
(b) |A, — Al| < 3n, pour tout n < N.
(c) Sid(a,1)>2"0=Y qlors |lgd(a,1) —lgd(a’,1)| < 1.

Démonstration. Pour tout k, on a:
d(a,a?') — d(d,d*)| < d(a,d) + d(a?',a®") < 2F+1N.
En particulier, si o < N — k — 3 (et de méme si o), < N — k — 3), alors:

—lgd(a,a®) < ax +1< N - (k+2) =
= d(a,a®") > 2F2N
= |lgd(a,a) —lgd(a,a®)| < 1
= |y — oy <L

Il s’en suit que pour n < N:
n—1
|4, — Al| < Z | min(ay, n — k) — min(a, n — k)| < 3n.
k=0

Finalement (c) est trivial. Q@

Maintenant soit n un entier. On dira que (a,n) vérifie la propriété (P) ssi:
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— Vk>n—(ap,+3) ap =0.
— V1i<k<n—(ap,+3) ar <n—Fk—3.
— n > (a, +3)%

Si (a,n) vérifie la propriété (P), définissons pour tout entier p > 2 le nombre o’ =
Tpn(a) de module 1 par a) = A((k—1)modn)+1, pour k < pn et aj, = 0, sinon. Calculons
maintenant les o, définis par cette transformation:

Lemme 5. Si la paire (a,n) vérifie la propriété (P), alors les autocorrélateurs de
o' = 1pn(a) vérifient les relations suivantes:

(a) Pourk <n—a,—3, on a |aj —ag| < 1.

(b) Pourn—a,—3<k<n, on a oy < oy + 2.

(¢) Pourn<k<pk—oa,—3,n[k, onal|a,—neanl <1

(d) Pourn <k <pk—oa,—3,nlk, onala,—(pn—Fk)| <a,+1.
(e) Pourk >pn—a,—3, on a|aj —ay| < 1.

Démonstration. (a) découle directement du lemme précédent.
Puis pour n — «a,, — 3 < k < n, soit a” de module 1 tel que arga” = arga/2" *.
Alors:
d(d, @) — d(a,a")| < d(a,d’) + d(a”,a’*) < 27D,
k

Comme par ailleurs d(a, a”) = (1-2¥")d(a, 1) > 2-(@=+D) > 2-(=2) onad(d’,a® ) >
2-(@2) q'ou (b).

Ensuite, on a a,, = |—1gd(a,1)| = |—1g(arga/27)|. On en déduit que ar = 1,
pour un certain k < a,,+1. Pour n < k < pn—a,, —3, les développements en binaire
de arg a’Zk/27r et arg a’kaOdn/Qﬂ ont donc au moins pn — k et au plus pn + a,, — k

chiffres en commun au début. On en déduit:

12k modn

27(pn+an+1fk;) S d(a'Qk,a )S 2—(pnfk)‘

Or dans le cas ou nl|k, ceci nous donne (d).

Dans autre cas, en utilisant
)

odn < — (kmodn) —2<pn—k—2, sikmodn<n—a,—3
Wmodn < an +1 <pn —k — 2, sinon,

on trouve (c).
Finalement, pour k£ > pn — a,, — 3, on trouve:

d(d', @) — d(a,a®")| = |d(a’,1) — d(a,1)] < 27

Or d(a,1) > 27(@+1) > 2=(=1) "d'on (e). Vi
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Corollaire 1. La paire (a',n') vérifie la propriété (P), pour n’ > pn + «y, + 4.

Démonstration. On a |oy, — o, | = |[—1g(a,1)] — [~1g(a’,1)]] < 1, dapres le
lemme 4(c). Ensuite toutes les condltlons se vérifient trivialement. @
Corollaire 2. On a o), < (p+ 1)k, pour tout k > n. Q

Corollaire 3. On a

1<g<pet<r<n.

2
Al — (qAn + A, + %) ‘ < 10n', pour n' = gn +r, ou

Démonstration. On a:

n—op—4

A, = n+ Z g + Z min(ag, n — k),

k=n—an—3

q—1 0 n—a—4 n—1 gn+r—1
L= {Z+ Z + Z }mln( gy — k) + Z min(a),,n' — k).

q¢'=0 \ k=0 k=1 k=an—3 k=qn
Or:
n—1
Z min(ag,n — k) < (a, +3)%
k=n—a,—3
1 qg+1
(a;’na TL, - k) - §Q( 2 n) S q(an + 3)7
q—1 n—a,—4 n—on—4
oI SRV S [
¢=0 k=1 k=1
g—1 n—1
Z Z min(a, 7' — k) < qlom +3)?,
q¢'=0k=n—a,—3
n'—1
Zmln ap,n' — k) Zmln s ) < 2r +2(ay + 3)%
k=qn
D’oti le résultat en sommant et en utilisant (o, + 3)? < n. Q

Corollaire 4. On a ‘fl’n, — A, —

N |3

‘gan—i-lél, pour n' = pn + «a, + 4.
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Démonstration. On a:

_ _ A AL +4 +1
A — Ay| < _ ey (an ) (et )
n'! pn n'
A
< (a,+4) pn, +1
nn
< a,+3.
On conclut en appliquant le corollaire précédent. @

On est maintenant en mesure de démontrer le théoreme principal:

Théoreme 2. Soient a' de module 1, ¢ > 0 et h une fonction réguliere. Alors il
existe un a de module 1, tel que |a —a'| < e et lg f, < h(lgn).

Démonstration. Quitte & remplacer ¢’ par un nombre proche et a prendre n
suffisamment grand, on peut supposer sans perdre de généralité qu’il existe un n tel
que (a’,n) vérifie la propriété (P) et (27)2™" < €. Soit M une constante telle que

!/

Vo' >z h(z') — h(z) < Mlg—. (3.12)
xXr

Posons K = 2(M + o], + 15). Encore sans perdre de généralité on peut supposer
que n est suffisamment grand pour que h(n) > A’, + K.

On va construire une suite {(a”,n;)} de couples vérifiant la propriété (P) et
telle que a,(cl) = aj}, pour tout i et £ < n. On en déduit déja |a), — aSj}| < 1, pour
tout i (comme dans dans la démonstration du corollaire 1). On prend (a(V),n;) =
(T p(a'),np+al, +4), avec p minimal tel que ASR > h(n;) — K. Un tel p existe, car
le premier membre croit en p (corollaire 3) et le deuxieme en lgp (a cause de (12)).

Comme de plus AY — A < 2(a, +14) +1/2 < K, pour a*) = 7,,, 1 et comme

ni—p —
h est croissant, on a méme h(n;) — K < An1 < h(ny).
Construisons les autres couples par récurrence. Fixons un P tel que P > 2(2K +
M lg(P + 1)) et supposons par récurrence que pour un certain ¢ > 1 on ait:

h(n;) — K < AY) < h(n;). (3.13)

Alors on prend a™Y = 7, p(a™) et n;,; suffisamment grand pour que (a1 ;)
vérifie la propriété (P) et pour qu’on ait la relation (13), pour i + 1 au lieu de .

Ceci est possible, car d’apres le corollaire 3 et la choix de P, on a A () > h(nl ),

pour nj , = Pn; + a,(”) + 4. Sinon, comme h(k) — A,(C Y tend vers llnﬁm, on peut
prendre n;,; = min{k > nj,,|h(k) > A,(;H)}. Finalement |h(n;y1) — h(niq — 1) +
AT — AUD < M+ 1< K.

Tl,+1 1
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Alors soit @ la limite des a? et montrons que a est le nombre désiré dans le
théoreme. D’apres sa construction, on a a; = a,(;), pour tout ¢ et k < n;. Il s’en suit
en particulier que d(a,a’) <27, d'ol |a — d'| < e.

Puis posons C' = 2+max(a§1)/1, e ,a,(lll)/nl, P). Montrons alors que ozg) < Ck,
pour tout i,k > 1. Ceci est évident pour ¢ = 1. Supposons donc 7 > 2. 5i
1<k<mny,ona ol —ol’| <1, dapres le lemme 4(a). On en déduit ol < Ck.
Si nj_y < k < nj, pour un certain 1 < j < i, alors d’apres le lemme 4(a), on
a |oz,(cz) — a,(cj)| < 1 et en utilisant le corollaire 2, on en déduit également ozg) <
(P + 1)k +1 < Ck. Enfin, pour k > n;, c’est encore le corollaire 2. Par passage a
la limite on en tire oy, < (C' + 1)k, pour tout k > 1.

Il nous reste finalement & montrer que h(k) ~ A; Effectivement, comme h est
croissante, ceci implique que A,, est surlinéair de parametre A\, pour tout A < 1. On
conclut en appliquant le théoreme 1.

Posons p; = max{|h(k) — Ag| | ni-1 < k < n;}, pour tout i > 1 et convenons
que ng = 1. Soit i > 2 et n;_y < k < n;. Si k> nl, on a d’apres la construction de
(a®, n;):

Sinon, si Pn;_; < k <n}, on a:
h(k) = AD| — |h(Pri—y —1) = AY || < M +ay, +5.
En utilisant le lemme 4(b), on en déduit:
pi < max{|h(k) — Ap| | ni 1 <k < Pni 1} + M+ a, +17.

Finalement, supposons k = gn;_1 + r, avec ¢ < P et r < n;_;. Pour un certain
j < i, nous avons n;_; < r < n;. Alors en utilisant le lemme 4(b), le corollaire 3,
(12) et (13), on a:

(k) — Ay < |h(k) — AY| +3
< [h) = (A + LAY [ g 18
< |n(k) - (% G 4 %Ar) +P+16
< |h(k) - (q"liflﬁ(ni_l) + %ﬁ(r)) + %uj +P+K+16
< D (it B T EY L p g k4
k k Ti4+1 k r

1
< SHi + M(lgP +elge)+ P+ K + 16.
Au total, nous obtenons donc:

1
pi < 3 max(py, -+, pi-1) + Cte,
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ou la constante ne dépend pas de . Mais ceci implique que les p; restent bornés,
d’ou h(k) ~ Ay, car h tend vers 'infini. Q©

3.5 Conclusion

Dans un certain sens la contribution de ce chapitre est négative; Effectivement, le
théoreme 2 montre 'inexistance d'un développement asymptotique général pour les
suites mahlériennes. Ceci est une situation, qu’on ne rencontre pas tres souvent
pour des séries génératrices vérifiant une équation simple. Regardons donc l'intérét
de ce théoreme dans un cadre plus large.

Considérons les fonctions g vérifiant une équation construite a partir de g, z, +, -, 0,
les constantes complexes (qu’on appelle les parameétres de I’équation) et éventuellement
la dérivation. Ici on définit 6 par a(2)6b(z) = a(zb(z)). Ce genre de fonctions couvre
une tres grande classe de fonctions relevant de la combinatoire et de I'analyse.

Or 'asymptotique de ce genre de fonctions est souvent miraculeusement simple.
Jusqu’au présent, on a rencontré peu de types de comportements possibles. Ceci
est di au fait qu’on se trouve souvent dans le cas, ou la plus petite singularité est
isolée (souvent c’est méme un pole simple, comme dans le cas de f si |a] < 1). Mais
méme dans le cas ou la plus petite singularité n’est pas isolée, comme par exemple
dans le cas des arbres 2-3, ou ¢ vérifie I’équation

g(2) = g(z* + 2*) + 2,

le comportement est encore assez “simple” et admet un équivalent exprimable dans
une échelle habituelle (voir [Odl 82]). Ceci est di au fait que la singularité principale
est un point d’accumulation de singularités de module plus grand.

De plus, dans la plupart des cas, quand on modifie légerement les parametres dans
I’équation de g, on trouve souvent un comportement “voisin”. Plus précisément, le
nombre de types de comportements qu’on peut obtenir en variant légerement les
parametres est fini. En plus, dans le cas ou le type ne change pas, les “parametres
du type” ne varient que légerement.

Ce chapitre donne une exception a cette “regle”. Effectivement on montre qu’il
y a une infinité de comportements différents pour f,,, quand on fait varier a sur le
cercle d’'unité, meéme si on ne considere que des légeres variations.

Dans le cadre que nous venons de fixer, 'équation de f est donc “singuliere” dans
un certain sens. Une question intéressante qui reste donc a étudier est de savoir a
quel moment on se trouve dans une telle situation. Nous avons 'impression que la
propriété essentielle distinguant ce cas du cas “normal” est que f admet un cercle
de centre O comme frontiere naturelle, si |a| > 1. On peut donc s’attendre a ce que
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les équations suivantes soient également “singulieres”:
9(z") = (1 = 2)¢'(2) + g(2)?,

9(2z) = (1 - 2)g(2),
9(2%) = (L= 2)g(2)g(2%), -

On pourrait aussi étudier des produits du style:

9(z) = H%z’“/a

En revanche les équations suivantes ne sont pas singulieres:
(%) = (1 = 2)g(2)g(2* + 2°),

9(2) = 29(29(2)) + 2, -

Néanmoins, méme dans le cas des équations singulieres, on peut souvent dire
quelque chose quand méme. Premiérement, si |a| > p, nous avons montré qu’on a
un équivalent de f,. Pour |a| > 1 il y a d’ailleurs de bonnes chances de pouvoir
obtenir également un équivalent simple de fn En utilisant des fonctions un peu
moins habituelles, comme la fonction “sommes des chiffres de n en base 2”7, on
pourra peut-étre méme obtenir un équivalent de f,,. D’ailleurs le cas ol on connait
un équivalent de fn, mais pas de f,, est déja plus fréquent en asymptotique.

Deuxiemement, en combinatoire, comme les séries génératrices ont normalement,
des coefficients réels et méme entiers, a ne pourra pas prendre n’importe quelle
valeur dans la pratique. En revanche, le théoreme 2 montre bien, qu’il y a peu de
chances de rencontrer des développements classiques pour fn, des qu’on prend des
nombres de module 1 pour a, qui ne sont pas racine d’unité.
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Appendix A

Sur asymptotique des suites
mahlériennes

A.1 Introduction

Comme nous le disions déja dans la préface nous n’avons pas eu le temps de traiter
en profondeur ’aspect asymptotique des suites mahlériennes, sauf dans le chapitre 3,
ol nous avons montré que certaines suites n’ont probablement pas de développement
asymptotique classique. Dans cette appendice nous nous proposons de donner une
idée des résultats obtenus par d’autres, par nous et des résultats a obtenir.

On viens d’indiquer qu’un traitement général de ’asymptotique des suites mahlé-
riennes n’est sans doute pas faisable et est certainement loin d’étre achevé de nos
jours. En revanche, on a obtenu des résultats convenables pour d’assez grandes
classes de suites et les méthodes utilisées peuvent se généraliser dans certains cas.
Considérons d’abord 1’équation de Mahler classique:

ao(2)f(2) + -+ +an(2) f(2) = b(2).

Le comportement des coefficients de Taylor f, de f(z) dépend essentiellement de
ao(z). Si ap admet des racines a l'intérieur du cercle de rayon 1, on a juste une étude
classique d’analyse de singularités a faire. Si les |f,| sont bornés par un polynome
en n, alors on peut utiliser la transformation de Mellin, ce qui donne méme des
solutions exactes dans certains cas. Dans ce cas ou la suite mahlérienne {f,} est
réguliére, on a une représentation linéaire de la suite, ce qui entraine non seulement
que les |f,| sont bornés par un polynéme en n, mais ce qui nous donne également
une majoration, voir méme un équivalent de fn

Le dernier cas, ou les |f,| ne sont pas bornés par un polynéme en n (ce qui
entraine que ag admet au moins une racine de module 1) présente le plus de dif-
ficultés. Dans le chapitre 3 on a vu qu’il y a peu de chances de pouvoir donner
un développement asymptotique classique dans le cas général. Si ay n’admet que
des racines d’unités comme racines de module 1, on espere a nouveau pouvoir dire

60
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quelque chose. On sait par exemple donner un développement asymptotique des
produits infinis rencontrés dans le chapitre 3, lorsque a est racine d’unité (voir [Mah
40],[Bru 58] et [Dum 93]). Néanmoins, il sera souhaitable de généraliser ce résultat,
car ceci permettra par exemple de faire des études statistiques plus élaborées sur le
probleme de partition de Mahler et autres.

Remarquons enfin qu’il faudrait également se poser le probleme en fonction de
quoi on veut obtenir des développements asymptotiques des suites mahlériennes.
Le calcul asymptotique a été inventé pour rapidement pouvoir donner des bonnes
approximations des valeurs prises par une suite f, (ou autre) pour des grands n.
Dans ce cadre on peut noter que les suites régulieres sont en soi déja des bonnes
approximations d’elles-mémes, car le temps de calcul de f, est polynomial en Ign
sur C et en lgn sur un corps fini. Néanmoins, cette observation ne donne pas
de réponse a l'interdépendance entre le comportement asymptotique de différentes
suites régulieres et classiques. La question plus précise qu’on n’a pas encore résolue
est la suivante: Est-ce qu’il existe un ensemble naturel de suites régulieres, classiques
et d’opérations, tel qu’on peut exprimer le comportement asymptotique de chaque
suite réguliere en fonction de ces suites en utilisant ces opérations? Bien entendu,
apres, nous nous posons la méme question pour des suites mahlériennes et leurs
généralisations.

A.2 Sur Pexploit de la transformation de Mellin

La possibilité d’utiliser la transformation de Mellin repose sur deux choses:

— 11 faut que les |f,| soient bornés par un polynéme en n, pour que la série de
Dirichlet

F(s) = ooﬁ

n=1

converge a partir d’'une certaine abcisse.
— Le fait que si f(z) — F(s), alors f(z*) — F(s)/k*.

L’équation fonctionnelle de f se traduit alors en une équation fonctionnelle pour
F, avec la seule précaution de supposer f, = 0 (ce qui n’est pas grave, comme le
lecteur pourra vérifier). Ensuite, on applique la formule de Mellin-Perron pour trou-
ver I'asymptotique d'une certaine itérée de la fonction sommatoire de { f,}. Lorsque
les {f,} se comportent de facon suffisamment lisse ou lorsqu’on peut appliquer ce
procédé a une dérivée itérée de {f,}, ceci nous donne "asymptotique des {f,}. Re-
marquons également que parfois, 'aspect formel de la transformation de Mellin suffit
pour pouvoir obtenir des solutions exactes pour les coefficients { f,, }.
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Exemple 1. Considérons I’équation de Mahler a coefficients constants et a second
membre P(z)/Q(z) € C(z):

P(z)
Q(z)

On suppose que les racines de () sont soit de module supérieur a 1, soit des racines
d’unité. Comme I’équation est linéaire, on peut décomposer P(Z)/Q(Z) en éléments
simples et sans perdre de généralité, on peut supposer que P(z)/Q(z) est soit de la
forme 2z*, soit de la forme 1/(1 — az)*.

La suite {f,} est réguliere et on peut donc appliquer la méthode. On obtient
(ou G(s) est la transformée de P(z)/Q(z)):

aof(2) + -+ anf(2%) = (A1)

(a0+---+2%) F(s) = G(s).

A nouveau, on peut décomposer 1/(ag + -+ + a,27°") en éléments simples et la
solution générale de I'équation est donc une combinaison linéaire de fonctions qui
vérifient des équations plus simples. Sans perdre de généralité on peut donc supposer
que:

G(s)

F(s) = ST

(A.2)

En retransformant cette équation dans l'autre sens, il est facile d’obtenir des solu-
tions explicites. Ainsi, si P(2)/Q(z) est juste un polynéme en z, nous obtenons:

f(z) =) V"R()P(z"),

pour un certain polynome R. Supposons maintenant que P(2)/Q(z) = 1/(1 — az)*.
Traitons d’abord le cas [ = 1. On a la récurrence suivante pour les f,:

{ f2n - bfn +a2n7

_ 2n+1
f2n+1— a®"th

Ceci conduit a ’expression explicite:

fzk(2n+1) = a2n+1bk90(aa b)k, ol

Si |a| < 1, ¢(a,b); converge trés vite, lorsque k tend vers I'infini. En revanche, a
I’exception de la formule sommatoire, nous n’avons pas une expression a l’aide des
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fonctions habituelles de ¢(a, b);. Si a est une racine de 1'unité, les " ne prennent
qu’un nombre fini de valeurs. En regroupant, ¢(a, b); est alors combinaison linéaire
de séries géométriques en k. Enfin, le cas [ > 1 donne lieu a un peu plus de calculs,
mais se traite fondamentalement de la méme maniere.

L’équation (2) peut également étre utilisée pour obtenir le développement asymp-
totique des séries sommatoires de f, (plus précisement des séries doublement som-
matoires ou plus) en utilisant la formule de Mellin-Perron, pour m > 1 et ¢ dans le
demi-plan de convergence de F'(s) (voir [Fla+ 91]):

1 & K™ 1 et F(s)n®ds
La(-8)" -2 -
m! n 2T Jorino S(s+1)---(s+m)
De plus, du fait qu’on a une expression explicite pour F(s), on obtient souvent des
solutions exactes. En effet, si a est racine de l'unité, la transformée de 1/(1 — az)"

est une série de Dirichlet qui s’exprime a l'aide de variantes de la fonction ( de
Riemann. Ensuite, on peut souvent se servir de la formule suivante pour obtenir des

solutions exactes: .
Tateo ds
S — 0
/_ C(S)n 8(8 + 1)

Le lecteur pourra par exemple vérifier que tous les exemples traités dans ’article
[Fla+ 91], sauf I’exemple du nombre de nombres impairs dans le triangle de Pascal,
sont fondés sur I’équation fonctionnelle (1).

Il y a un probléme avec la transormation f(z) — F(s), lorsque les coefficients
dans I'’équation de Mahler ne sont plus nécessairement constants, ou lorsqu’on con-
sidere des équations diffdiffs plus générales, a cause du fait que si on connait la
transformée de f(z), on n’a a priori pas d’expression simple pour la transformée de
2f(2), ni pour celle de f'(z). En revanche, nous pouvons écrire formellement:

Sy - ()

o
=23 () s
-3 (V)2
= f: (‘5) F(s+ k)

On vérifie que cette écriture est justifiée, lorsque s est dans le demi-plan de con-
vergence absolue de F' et lorsque f; = 0, ce qu’'on peut supposer sans perdre de
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généralité (vérifiez le!). On a donc une expression en série pour la transformée de
2f(2) et il en est de méme pour f’(z), comme on vérifie aisément. Il s’en suit que
si f(z) vérifie une équation Mahlerienno-différentielle a coefficients polynomiaux et
a second membre (et si F'(s) a un sens), alors on peut prolonger F' analytiquement
en se servant de la transformée de cette équation fonctionnelle. En particulier, on
peut localiser ses singularités et, parfois, en tirer profit. Dans le cas d'une équation
de Mahler, on retrouve par exemple le résultat que les singularités sont une réunion
finie de demi-résaux, bandes verticales discretes et points isolés (voir [AllCo 85]).

Exemple 2. Considérons 1’équation

(1 —a2)f(z) = f(z%),
avec |a| < 1. En transformant, on obtient:

F(s)

(1—a)F(s)+ R(s) = 5

Grosso modo, on peut donc dire que £, a un comportement en n~'81-0-1 g ¢ > 1/2
et que les f, restent bornés sinon. Graphiquement, ceci semble effectivement étre le
cas, bien qu’il reste une étude plus fine a faire.

Exemple 3. Considérons I’équation suivante:

fO=0+)f(A)+Q+2+fE)+ A +24 -+ 2°)f(2° - 2.
(A.3)

Cette équation est la traduction de la récurrence suivante (voir [Erd+ 87]):

{ fU :]-7
fn :ngJ +fL%J +fL%J: pour n > 1.

Pour faire ’asymptotique des f,, il faut d’abord connaitre la suite VV f, = f, —
2fn_1+ fn_2, dérivée seconde de f,,. Le résultat de stabilité par addition du chapitre
2 entraine que la série formelle associée a VV f, vérifie également une équation
fonctionnelle du méme type que (3). En appliquant notre méthode, on trouve alors
que f, tend vers une constante et en raffinant on peut méme la calculer (on trouve
12/1n432).

A.3 Autres méthodes et généralisations
La transformation de Mellin n’est pas la seule technique utile, lorsqu’on étudie des

suites mahlériennes. Dans le cas du probleme des paritions de Mahler (voir [Bru
58]), on utilse par exemple la transformation de Mellin, ainsi que la méthode de
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col, pour faire une étude plus raffinée. Cette démarche se généralise d’ailleurs pour
d’autres suites mahlériennes (voir [Dum 93)).

Par ailleurs, pour les suites régulieres, on peut utiliser leurs représentations
linéaires pour obtenir de 'information asymptotique. En particulier, ceci nous per-
met de voir directement, que les |f,| sont bornés par un polynéme en n. Dans sa
these, Philippe Dumas donne également une méthode pour calculer un équivalent
de fn, pour la plupart des suites régulieres. Nous pensons que cette méthode pourra
etre légerement amélioré, pour valoir en toute généralité.

Pour certains équations, il faut transformer I’équation afin de pouvoir appliquer
la transformation de Mellin. Considérons par exemple ’équation suivante:

1
1 — 22

flz) = +2)(f'(z%) - (%) +
Cette équation donne lieu a la récurrence:

{ f2n :nfn+17

f2n+1: nfn

Considérons maintenant la suite h,, = f,,/gy,, ou g, vérifie la récurrence:

{ 9on = NGn,
92n+1= NGn.

Alors nous obtenons la récurrence suivante pour h,,:

{ h2n - hn + QQLna
h2n+1: hn

La transformée au sens de la section précédente de 1/gy, est une fonction entiere,
car g, croit comme 21e"n 1] S'en suit que les méthodes de la section précédentes
s’appliquent a la nouvelle récurrence. Ceci est une situation assez générale lorsqu’on
considere des équations Mahlerienno-différentiels. Nous ne savons pas s’ils existent
des problemes combinatoires ou des algorithmes naturels, qui donnent lieu a ce genre
d’équations.

Enfin, il est clair que les suites mahlériennes se généralisent de beaucoup de
facons. On vient de voir qu’on peut considérer des équations mixtes, avec I’'opérateur
de dérivation. On a également vu qu’on peut simultanément considérer des opérateurs
du type f(z) = f(2%) et f(z) — f(z*), mais on pourrait ajouter tout opérateur de la
forme f(z) = f(zg(z)). On pourrait également considérer des équations en plusiers
variables, des équations non linéaires, des systemes d’équations, etc. Il reste donc
du travail a faire pour la these.
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