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1 Introduction

Ce papier est essentiellement la troisi�eme chapitre de mon D.E.A. [VdH 93]. On

�etudie l'asymptotique des produits de la forme

f(z) =

1

Y

k=0

1

1 � z

2

k

=a

Cette fonction v�eri�e l'�equation mahl�erienne suivante :

f(z

2

) = (1 � z=a)f(z); o�u a 6= 0 et f(0) = 1;

L'�etude de cette �equation est importante, car toute suite mahl�erienne est produit de

convolution de suites mahl�eriennes relevant de cette �equation et d'une suite r�eguli�ere

(voir [Dum 93]). On montre que le comportement du n-i�eme coe�cient de Taylor

f

n

= [z

n

]f(z) d�epend essentiellement du module de a. Si le module de a est inf�erieur

�a 1, l'analyse des f

n

est facile ; f(z

2

) �etant analytique pour jzj <

p

a, on a :

f

n

�

f(a

2

)

a

n

:

En revanche le cas jaj � 1 donne lieu �a des comportements tr�es divers. Dans la

quatri�eme section on montre que pour toute \bonne" fonction h, avec x � h(x) �

x lg x, il existe un a de module 1, tel que lg j

^

f

n

j � h(lg n) ; ici lg x = log

2

x et

^

f

n

= max

1�i�n

jf

i

j. En fait, le comportement des f

n

d�epend essentiellement du

d�eveloppement en binaire de arg a=2�. En�n, pour jaj � 2, les f

n

restent born�ees,

mais se comportent de fa�con extrêmement chaotique. Il y a donc peu de chance que

le comportement des f

n

rentre dans une �echelle asymptotique habituelle.
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2 Encadrements de lg

^

f

n

Fixons d'abord quelques notations. On rappelle que l'on note lg z = log

2

z et

^

f

n

=

max

1�i�n

jf

i

j. Pour z et z

0

de module 1, on note par d(z; z

0

) leur distance sur le

cercle unit�e divis�e par 2�.

Pour tout 0 < r < 1 l'in�egalit�e triangulaire nous donne alors :

j1� rzj � j1� zj+ 1 � r � 2�d(1; z) + 1 � r:

En utilisant la concavit�e de lg on obtient alors :

� lg j1� rzj � min(� lg d(1; z);� lg(1� r))� 4:(1)

Puis on a pour z = e

2�i�

et j�j � 1=2 :

j1� rzj

2

� (2d(1; z))

2

=

1 + r

2

� 2r cos(2��)� 4�

2

:

On v�eri�e ais�ement que cette expression est toujours positive. On obtient donc :

j1� rzj � 2d(1; z))

� lg j1� rzj � min(� lg d(1; z);� lg(1 � r)):(2)

Dans un premier temps on va essayer de minorer lg jf(ra)j, pour r = 1=2

1=2

n

:

lg jf(ra)j =

1

X

k=0

� lg

�

�

�

�

�

1�

a

2

k

�1

2

2

k�n

�

�

�

�

�

�

n�1

X

k=0

� lg

�

�

�

�

�

1 �

a

2

k

�1

2

2

k�n

�

�

�

�

�

:

Puis, d'apr�es l'in�egalit�e (1) :

lg jf(ra)j �

n�1

X

k=0

min

�

� lg d(1; a

2

k

�1

);� lg

�

1�

1

2

2

k�n

��

� 4n:

Or, comme

lg

�

1�

1

2

2

�x

�

= lg

�

1� e

�(ln2)2

�x

�

= lg

�

(ln 2)2

�x

+O(2

�2x

)

�

= lg ln 2� x+O(2

�x

);

il existe des constantes C

1

et C

2

tel que pour k < n :

C

1

+ k � n < lg

�

1�

1

2

2

k�n

�

< C

2

+ k � n;(3)
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d'o�u on tire en�n :

lg jf(ra)j � A

n

+O(n); o�u :(4)

A

n

d�ef

=

n�1

X

k=0

min(b� lg d(a; a

2

k

)c; n� k):

Essayons de comprendre intuitivement ce que repr�esente A

n

. Si on d�eveloppe

arg a=2� en binaire, alors la quantit�e �

n

d�ef

= b� lg d(a; a

2

n

)c, que l'on appelle le n-i�eme

autocorr�elateur de a, mesure plus ou moins le nombre de chi�res en commun apr�es

la virgule entre ce d�eveloppement et le même d�eveloppement d�ecal�e de n chi�res vers

la gauche (en convenant que l'on tient compte des irr�egularit�es dues �a 1; 000 � � � �

0; 111 � � � ). On mesure donc quelque chose comme le taux de r�eappararition des

premiers chi�res de arg a=2� dans son d�eveloppement binaire. Si ensuite on met dans

un diagramme le nombre d = �

k

en fonction de k, alors A

n

repr�esente le nombre

de cases du diagramme en dessous de la ligne d'�equation d = n � k ce qui revient

�a \tronquer" le diagramme. On appelle A

n

la s�erie d'autocorr�elation associ�ee �a a.

Dans les �gures 1.a et 1.b on montre les diagrammes associ�es �a di��erentes valeurs

de a.

Maintenant que l'on a donn�e un sens physique aux A

n

, on peut a�rmer que

si arg a=2� est rationnel, son d�eveloppement binaire est p�eriodique �a partir d'un

certain rang, donc A

n

� cn ou A

n

� cn

2

. Dans ce cas on peut obtenir des esti-

mations pr�ecises des f

n

par la m�ethode de col (voir [Dum 93]). Sinon, pour que la

formule (4) nous soit utile, il faut que A

n

� n. C.�a.d. il faut qu'il y ait su�samment

d'autocorr�elation (ce qui par exemple n'est pas le cas si a = �1).

Dans un deuxi�eme temps, on cherche �a majorer lg jf(z)j, pour jzj = r. Soit donc

b de module 1. On a :

lg jf(rb)j =

1

X

k=0

� lg

�

�

�

�

�

1 �

b

2

k

a 2

2

k�n

�

�

�

�

�

�

n�1

X

k=0

� lg

�

�

�

�

�

1 �

b

2

k

a 2

2

k�n

�

�

�

�

�

+M , avec

M = sup

jzj�1=2

lg jf(z)j:

En utilisant (2) on obtient ensuite :

lg jf(rb)j �

n�1

X

k=0

min

�

� lg d(a; b

2

k

);� lg

�

1�

1

2

2

k�n

��

+M

et �nalement, en utilisant (3) :

lg jf(rb)j � B

b;n

+O(n); o�u :(5)

B

b;n

d�ef

=

n�1

X

k=0

min(b� lg d(a; b

2

k

)c; n� k):
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Figure 1.a : Comportement de �

n

, pour a racine

d'unit�e et o�u A

n

a un comportement

en Cn

2
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= 0; 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 � � �

Figure 1.b : Comportement de �

n

, pour un a tel que

A

n

a un comportement en Cn lgn.
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Intuitivement �

n

d�ef

= b� lg d(a; b

2

n

)c mesure le nombre de chi�res en commun

entre le d�eveloppement en binaire de arg a=2� et arg b=2�, d�ecal�e de n chi�res vers

la gauche. Ceci implique que quand ce nombre est grand, alors �

n+�

est voisin de �

�

.

Dans la section suivante, on utilisera cette remarque pour montrer que la seconde

s�erie d'autocorr�elation B

n

d�ef

= sup

jbj=1

B

b;n

� A

n

est asymptotiquement �equivalente �a

A

n

.

Pour terminer, montrons maintenant comment obtenir un encadrement de lg

^

f

n

�a l'aide de (4) et (5).

Premi�erement soit C

r

le cercle de centre 0 et de rayon r = 1=2

1=n

:

jf

n

j �

1

2�

Z

C

r

jf(rz)j

r

n+1

dz

� 2

B

dlg ne

+O(lgn)

�

1

r

n

= 2

B

dlg ne

+O(lgn)

:

On en d�eduit la premi�ere in�egalit�e pour lg

^

f

n

en utilisant le fait que B

n

est croissant :

lg jf

n

j � lg

^

f

n

� B

dlgne

+O(lg n):(6)

Pour obtenir une in�egalit�e dans l'autre sens, on supposera que :

� A

n

� B

n

,

� n = o(A

n

).

� A

n

0

� A

n

+M(n

0

� n) lg n

0

pour un certain M et tout n

0

> n � 1.

Dans la section suivante on donne des conditions impliquant ces hypoth�eses.

D'apr�es l'in�egalit�e (4), on a pour r = 1=2

1=n

:

2

A

blg nc

+O(lgn)

� jf(ra)j �

1

X

k=0

jf

k

jr

k

�

1

X

k=0

^

f

n

2

k=n

=

^

f(r):

On en d�eduit en particulier que lg n = o(lg

^

f

n

) (sinon

^

f(r) est �a croissance polyno-

miale en n contrairement �a 2

A

blg nc

. Posons maintenant :

'(n) = sup

k�n

lg

^

f

k

A

blgkc

A

blgnc

:
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On a clairement lg n � lg

^

f

n

� '(n) � A

blgnc

. De plus, si n est su�samment grand,

on a pour tout k � 4n'(n) :

'(k) � sup

l�k

lg

^

f

l

A

blg lc

A

blgkc

� sup

l�n

lg

^

f

l

A

blg lc

(A

blgnc

+M(lg

k

n

+ 1) lg lg k)

� '(n) + 2M(lg

k

n

+ 1) lg lg k

�

k

4n

+ 3M lg

k

n

lg(lg

k

n

+ lg n)

�

k

4n

+ 3M lg

k

n

lg(lg

k

n

+

k

n

)

�

k

2n

:

On en d�eduit que :

1

X

k=b4n'(n)c

^

f

k

2

�

k

n

=

1

X

k=b4n'(n)c

2

'(k)�

k

n

�

1

X

k=b4n'(n)c

2

�

k

2n

�

1

1� 2

�

1

2n

= O(n):

On a �egalement :

A

blg 4n'(n)c

�A

blgnc

�Mdlg 4'(n)e lgblg 4n'(n)c = O(lg n):

Ceci entrâ�ne :

2

A

blg(4n'(n))c

+O(lgn)

� 2

A

blg nc

�

1

X

k=0

^

f

k

2

k

n

=

b4n'(n)c�1

X

k=0

^

f

k

2

k

n

+

1

X

k=b4n'(n)c

^

f

k

2

k

n

� b4n'(n)c

^

f

b4n'(n)c

2

4'(n)

+O(n):

D'o�u �nalement :

A

blg 4n'(n)c

+O(lg n) � lg

^

f

b4n'(n)c

+ 4'(n)

� 5'(4n'(n)):

6



On a donc :

lg

^

f

n

� A

blgnc

:(7)

3 Sur les liens entre les deux s�eries d'autocorr�elation

Dans toute cette section nous supposons que les conditions (C) suivantes sont

v�eri��es :

� n = o(A

n

).

� �

n

= O(n).

� Pour tout � < 1, il existe un N tel que

8n

0

�n� N

A

n

0

A

n

� �

n

0

n

(8)

Intuitivement ceci veut dire qu'�a la fois il y a su�samment et pas trop d'auto-

corr�elation et que A

n

crô�t de fa�con \r�eguli�ere". La deuxi�eme condition entrâ�ne

l'existence d'une constante C � 1, telle que �

n

� Cn, pour tout n > 0. Fixons cette

constante une fois pour toutes. Le but de cette section sera alors de d'�etablir le lem-

me 1 et le th�eor�eme 1. Combinant ces r�esultats avec ceux de la section pr�ec�edente

on obtient alors un encadrement de lg

^

f

n

, lorsque les conditions (C) sont v�eri��ees.

Remarquons tout d'abord que pour 0 < � < �

n

et �

n+�

� �

n

� � � 2, (o�u on

peut remplacer la condition �

n+�

� �

n

� �� 2 par �

�

� �

n

� �� 2, menant de fa�con

semblable au même r�esultat) on a :

d(a; b

2

n

) � 2

��

n

)

d(a

2

�

; b

2

n+�

) � 2

�(�

n

��)

)

jd(a; b

2

n+�

)� d(a; a

2

�

)j � 2

�(�

n

��)

et comme d(a; b

2

n+�

) � 2

�(n���1)

;

j lg d(a; b

2

n+�

)� lg d(a; a

2

�

)j � 1)

j�

n+�

� �

�

j � 1:(9)

Nous sommes maintenant en mesure de pouvoir d�emontrer le :

Lemme 1. Avec les conditions (C), il existe M tel que pour tout n

0

> n � 1, on

a :

A

n

0

�A

n

�M(n

0

� n) lg n

0

:

7



D�emonstration. Raisonnons par r�ecurrence sur n

0

� n ; il su�t de trouver un M ,

tel que A

n+1

� A

n

� M lg(n + 1), pour tout n � 1. Or A

n+1

� A

n

= Cardfk �

nj�

k

> n � kg. Soient alors 0 = n

0

< n

1

< � � � < n

j

� n les nombres tels que

�

n

i

> n � n

i

. Pour 0 � i � j et � � (n� n

i

� 2)=(C + 1), on a :

�

�

� C� � (n� n

i

� 2)(1 �

1

C + 1

) � n� n

i

� 2� � � �

n

i

� � � 2:

Donc d'apr�es (9), on a �

n

i

+�

� �

�

+ 1, d'o�u �

n

i

+�

� n� n

i

� � et

n

i+1

� n

i

�

n � n

i

� 2

C + 1

:

Par r�ecurrence, il s'en suit que :

n

i

� (1 �

�

C

C+1

�

i

)(n� 2):

En particulier :

n � 3 � n

j�3

� (1 �

�

C

C+1

�

j�3

)(n� 2); d'o�u

j � 3 �

lg(n� 2)

lg

�

C+1

C

�

:

Alors A

n+1

�A

n

= j �M

0

lg(n+1), pour M

0

= 2= lg((C +1)=C) et tout n �a partir

d'un certain rang N . Pour �nir, il su�t de poser

M = max

 

M

0

;

A

2

�A

1

lg 2

; � � � ;

A

N

�A

N�1

lgN

!

. ~

Lemme 2. Soit b de module 1. Alors :

B

b;n

=

n�1

X

k=0

min(�

k

; nC) +O(n);

le terme d'erreur �etant uniforme en b. En particulier dans le cas � = �, on a :

A

n

=

n�1

X

k=1

�

k

+O(n):

D�emonstration. D'abord, posons C

0

= 3C

2

+ 11C + 5. Ensuite raisonnons par

r�ecurrence. Plus pr�ecis�ement, supposons par r�ecurrence que l'on ait l'in�egalit�e sui-

vante pour tout n

0

< n :

n�1

X

k=1

�

k

�A

n

� C

0

n

0

:(10)

8



Alors montrons que l'on a l'in�egalit�e pour n

0

= n et donc pour tout n

0

par r�ecurrence.

Ceci nous donne le cas particulier du lemme. Par ailleurs, toujours sous l'hypoth�ese

de r�ecurrence, on montrera �egalement que :

0 �

n�1

X

k=0

min(�

k

; Cn)�B

b;n

� C

0

n:

Ceci ach�evera bien la d�emonstration du lemme.

Fixons donc b de module 1. Comme pour n = 0 il n'y a rien �a d�emontrer, on

peut supposer que n > 0. Soient 0 � n

0

< n

1

< � � � < n

j

< n

j+1

= n les nombres

d�e�nis par

8

>

<

>

:

n

0

= minfk � 0 j�

k

> n� kg

n

1

= minfk > n

0

j�

k

> n� kg

n

i

= minfk > n

i�1

j�

k

> �

n

i�1

� (k � n

i�1

)� 2g , pour 2 � i � j:

Alors pour � � (n � n

0

� 2)=(C + 1), on trouve �

�

� n� n

0

� 2� � � �

n

0

� � � 2.

Puis en utilisant (9), on obtient n

1

� n

0

� (n � n

0

� 2)=(C + 1). Ceci nous donne

en�n :

n

1

�

n� 2

C + 1

:

Soit maintenant 1 � i � j � 1. Pour � < (�

n

i

� 3)=(C + 1), on trouve �

�

�

�

n

i

� 3� � et en utilisant (9),

n

i

� n

i�1

� (�

n

i�1

� 3)=(C + 1):

Puis encore �a cause de (9), on a j�

k

� �

k�n

i�1

j � 1, pour n

i�1

< k < n

i

. Il s'en suit

que :

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

�

k�n

i�1

+ n

i

� n

i�1

�

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

�

k

�

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

min(�

k

; n� k)

�

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

min(�

k

; n

i

� k)

�

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

min(�

k�n

i�1

; n

i

� k) � (n

i

� n

i�1

)

= A

n

i

�n

i�1

� 2(n

i

� n

i�1

):

Or, comme n

i

� n

i�1

< n, on a d'apr�es (10) :

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

�

k�n

i�1

�A

n

i

�n

i�1

� C

0

(n

i

� n

i�1

):(11)
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Il s'en suit que :

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

�

k

�

n

i

�1

X

k=n

i�1

+1

min(�

k

; n� k) � (C

0

+ 3)(n

i

� n

i�1

):

Par ailleurs on avait montr�e �

n

i

� 3 < (C + 1)(n

i+1

� n

i

), donc :

j

X

i=0

�

n

i

� �

n

0

+ �

n

j

+ (C + 1)

0

@

j�1

X

i=2

n

i+1

� n

i

1

A

+ 3(j + 1)

� �

n

0

+ �

n

j

+ (C + 4)n)

j

X

i=0

min(�

n

i

; Cn) � (3C + 4)n:

En rassemblant tous les morceaux, on obtient :

0 �

n�1

X

k=0

min(�

k

; Cn) �B

b;n

=

j

X

i=0

min(�

n

i

; Cn)� (n� n

i

) +

j

X

i=1

n

i+1

�1

X

k=n

i

+1

min(�

k

; Cn)�min(�

k

; n� k)

�

j

X

i=0

min(�

n

i

; Cn) +

j

X

i=1

(C

0

+ 3)(n

i+1

� n

i

)

� (3C + 4)n+ (C

0

+ 3)(n � n

1

)

� (3C + 4)n+ (C

0

+ 3)(1 �

1

C + 1

))n+

2

C + 1

� C

0

n:

En particulier, lorsque b = a, on obtient :

n�1

X

k=1

�

k

�A

n

n�1

X

k=0

min(�

k

; Cn)�A

n

�Cn � C

0

n

Ceci est la relation (10), pour n

0

= n. ~

Lemme 3. Soit b de module 1. Il existe une suite fp

i

g, avec des termes potentiel-

lement in�nis, telle que

B

b;n

= A

p

0

+ � � � +A

p

j

+A

r

+O(n);

pour tout n = p

0

+ � � � + p

j

+ r, avec 1 � r � p

j+1

. De plus le terme d'erreur est

uniforme en b.
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D�emonstration. Soit la suite n

0

= 0 < n

1

< � � � telle que pour tout i � 1, n

i

soit le plus petit nombre plus grand que n

i�1

et tel que �

n

i

soit plus grand que

�

n

i�1

� (n

i

� n

i�1

). Montrons que la suite fp

i

g d�e�nie par p

i

= n

i+1

� n

i

convient.

Reprenons les notations du lemme pr�ec�edent. D'apr�es (10), on a :

A

p

0

+A

p

1

+ � � �+A

p

j

+A

r

=

=

j�1

X

i=0

p

i

�1

X

k=1

�

k

+

r�1

X

k=1

�

k

+O(n)

=

j�1

X

i=0

n

i+1

�1

X

k=n

i

+1

�

k�n

i

+

n�1

X

k=n

j

+1

�

k�n

j

+O(n):

Puis, remarquons que pour les mêmes raisons que dans la d�emonstration du lemme

pr�ec�edent, on a :

�

n

i

� 3 � (C + 1)(n

i+1

� n

i

) , d'o�u

j

X

i=0

min(�

n

i

; Cn) = O(n):

D'autre part, d'apr�es (9), on a j�

k

� �

k�n

i

j � 1, pour n

i

< k < n

i+1

ou n

j

< k < n.

On en d�eduit :

B

b;n

=

n�1

X

k=0

min(�

k

; Cn) +O(n)

=

j�1

X

i=0

n

i+1

�1

X

k=n

i

min(�

k

; Cn) +

n�1

X

k=n

j

min(�

k

; Cn) + O(n)

=

j�1

X

i=0

n

i+1

�1

X

k=n

i

min(�

k�n

i

; Cn) +

n�1

X

k=n

j

min(�

k�n

j

; Cn) +

j

X

i=0

min(�

n

i

; Cn) +O(n)

=

j�1

X

i=0

n

i+1

�1

X

k=n

i

+1

�

k�n

i

+

n�1

X

k=n

j

+1

�

k�n

j

+O(n):

Finalement on remarque que tous les termes d'erreur utilis�es sont uniformes en b,

d'o�u le lemme. ~

D�emontrons maintenant le th�eor�eme principal de cette section :

Th�eor�eme 1. Lorsque les conditions (C) sont v�eri��ees, on a A

n

� B

n

.

D�emonstration. Supposons que l'on ait (8) pour certains � et N . D'apr�es le lemme

3 on peut �ecrire pour tout b de module 1 :

B

b;n

= A

p

0

+ � � �+A

p

j

+O(n);
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pour certains nombres p

0

; � � � ; p

j

de somme n. Alors :

B

b;n

=

X

i;p

i

<N

A

p

i

+

X

i;p

i

�N

A

p

i

+O(n):

Or

X

i;p

i

<N

A

p

i

� n max

0<k<N

A

k

k

= O(n)

et d'autre part :

X

i;p

i

�N

A

p

i

A

n

�

X

i;p

i

�N

p

i

�n

�

1

�

:

D'o�u :

B

b;n

A

n

�

1

�

+O(

n

A

n

) =

1

�

+ o(1):

Le terme reste �etant uniforme en b, pour tout �

0

< �, on a donc �a partir d'un certain

rang :

B

n

�

1

�

0

A

n

:

Ceci �etant vrai pour tout � < 1, on a donc A

n

� B

n

. ~

Remarque. Nous pensons que l'on a même la chose suivante : Lorsque les deux

premi�eres conditions de (C) sont v�eri��ees alors il y a �equivalence entre la trosi�eme

proposition et la proposition A

n

� B

n

.

4 Sur la diversit�e de comportements possibles de

lg

^

f

n

On dira qu'une fonction h : R

+

! R

+

est r�eguli�ere, si :

�

�

h(x) = h(x)=x est croissante et tend vers l'in�ni.

� 9M 8x

0

>x

�

h(x

0

)�

�

h(x) �M lg

x

0

x

.

Remarquons que toute fonction r�eguli�ere h v�eri�e n�ecessairement x � h(x) � x lgx.

Si h est d�erivable, alors la deuxi�eme condition est notamment v�eri��ee si

�

h

0

(x) � 1=x.

En particulier toute fonction d�erivable h telle que

1

x lg x

�

�

h

0

(x) �

1

x

est r�eguli�ere ; Ceci nous permet d'associer injectivement une fonction r�eguli�ere �a

chaque fonction continue asymptotiquement comprise entre 1=(x lg x) et 1=x.
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Montrons maintenant comment on peut construire des a de module 1, tels que

lg

^

f

n

ait le même comportement que h(lg n), �a un facteur constant pr�es, �etant donn�ee

une bonne fonction h. Fixons d'abord quelques notations. Pour a de module 1, on

pose

arg a

2�

=

1

X

i=1

a

i

2

i

; avec a

i

2 f0; 1g:

Sinon pour a

0

de module 1, on d�e�nit A

0

n

; �

0

n

; etc. de la même fa�con que pour a.

D�emontrons tout d'abord quelques lemmes :

Lemme 4. Soient a et a

0

de module 1 et N tel que d(a; a

0

) � 2

�N

. Alors :

(a) j�

k

� �

0

k

j � 1, pour tout k, tel que �

k

� N � k � 3.

(b) jA

n

�A

0

n

j � 3n, pour tout n � N .

(c) Si d(a; 1) � 2

�(N�1)

, alors j lg d(a; 1)� lg d(a

0

; 1)j � 1.

D�emonstration. Pour tout k, on a :

jd(a; a

2

k

)� d(a

0

; a

0

2

k

)j � d(a; a

0

) + d(a

2

k

; a

0

2

k

) � 2

k+1�N

:

En particulier, si �

k

� N � k � 3 (et de même si �

0

k

� N � k � 3), alors :

� lg d(a; a

2

k

) � �

k

+ 1 � N � (k + 2))

) d(a; a

2

k

) � 2

k+2�N

) j lg d(a; a

2

k

) � lg d(a

0

; a

0

2

k

)j � 1

) j�

k

� �

0

k

j � 1:

Il s'en suit que pour n � N :

jA

n

�A

0

n

j �

n�1

X

k=0

jmin(�

k

; n� k)�min(�

0

k

; n� k)j � 3n:

Finalement (c) est trivial. ~

Maintenant soit n un entier. On dira que (a; n) v�eri�e la propri�et�e (P) ssi :

� 8k�n�(�

n

+3) a

k

= 0.

� 81�k�n�(�

n

+3) �

k

� n� k � 3.

� n � (�

n

+ 3)

2

.

Si (a; n) v�eri�e la propri�et�e (P), d�e�nissons pour tout entier p � 2 le nombre a

0

=

�

p;n

(a) de module 1 par a

0

k

= a

((k�1)modn)+1

, pour k < pn et a

0

k

= 0, sinon. Calculons

maintenant les �

0

k

, d�e�nis par cette transformation :
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Lemme 5. Si la paire (a; n) v�eri�e la propri�et�e (P), alors les autocorr�elateurs de

a

0

= �

p;n

(a) v�eri�ent les relations suivantes :

(a) Pour k < n � �

n

� 3, on a j�

0

k

� �

k

j � 1.

(b) Pour n� �

n

� 3 � k < n, on a �

0

k

� �

n

+ 2.

(c) Pour n � k < pk � �

n

� 3; nj=k, on a j�

0

k

� �

0

kmodn

j � 1.

(d) Pour n � k < pk � �

n

� 3; njk, on a j�

0

k

� (pn� k)j � �

n

+ 1.

(e) Pour k � pn � �

n

� 3, on a j�

0

k

� �

n

j � 1.

D�emonstration. (a) d�ecoule directement du lemme pr�ec�edent.

Puis pour n � �

n

� 3 � k � n, soit a

00

de module 1 tel que arg a

00

= arg a=2

n�k

.

Alors :

jd(a

0

; a

0

2

k

)� d(a; a

00

)j � d(a; a

0

) + d(a

00

; a

0

2

k

) � 2

�(n�1)

:

Comme par ailleurs d(a; a

00

) = (1�2

k�n

)d(a; 1) � 2

�(�

n

+1)

� 2

�(n�2)

, on a d(a

0

; a

0

2

k

) �

2

�(�

n

+2)

, d'o�u (b).

Ensuite, on a �

n

= b� lg d(a; 1)c = b� lg(arg a=2�)c. On en d�eduit que a

k

= 1,

pour un certain k � �

n

+1. Pour n � k < pn��

n

�3, les d�eveloppements en binaire

de arg a

0

2

k

=2� et arg a

0

2

kmodn

=2� ont donc au moins pn � k et au plus pn + �

n

� k

chi�res en commun au d�ebut. On en d�eduit :

2

�(pn+�

n

+1�k)

� d(a

0

2

k

; a

0

2

kmodn

) � 2

�(pn�k)

:

Or dans le cas o�u njk, ceci nous donne (d).

Dans l'autre cas, en utilisant

(

�

0

kmodn

�n� (k mod n) � 2� pn � k � 2; si k mod n < n� �

n

� 3

�

0

kmodn

� �

n

+ 1 � pn � k � 2; sinon,

on trouve (c).

Finalement, pour k � pn� �

n

� 3, on trouve :

jd(a

0

; a

0

2

k

)� d(a; a

2

n

)j = jd(a

0

; 1)� d(a; 1)j � 2

�n

:

Or d(a; 1) � 2

�(�

n

+1)

� 2

�(n�1)

, d'o�u (e). ~

Corollaire 1. La paire (a

0

; n

0

) v�eri�e la propri�et�e (P), pour n

0

� pn+ �

n

+ 4.

D�emonstration. On a j�

n

� �

0

n

0

j = jb� lg (

.

a; 1)c � b� lg (

.

a

0

; 1)cj � 1, d'apr�es le

lemme 4(c). Ensuite toutes les conditions se v�eri�ent trivialement. ~

Corollaire 2. On a �

0

k

� (p + 1)k, pour tout k � n. ~
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Corollaire 3. On a

�

�

�

�

�

A

0

n

0

�

 

qA

n

+A

r

+

q

2

2

!

�

�

�

�

�

� 10n

0

, pour n

0

= qn + r, o�u 1 �

q � p et 0 � r � n.

D�emonstration. On a :

A

n

= n+

n��

n

�4

X

k=1

�

k

+

n�1

X

k=n��

n

�3

min(�

k

; n� k);

A

0

n

0

=

q�1

X

q

0

=0

8

<

:

0

X

k=0

+

n���4

X

k=1

+

n�1

X

k=�

n

�3

9

=

;

min(�

0

q

0

n+k

; n

0

� k) +

qn+r�1

X

k=qn

min(�

0

n

; n

0

� k):

Or :

n�1

X

k=n��

n

�3

min(�

k

; n� k) � (�

n

+ 3)

2

;

�

�

�

�

�

�

q�1

X

q

0

=0

min(�

0

q

0

n

; n

0

� k)�

1

2

q(r +

q + 1

2

n)

�

�

�

�

�

�

� q(�

n

+ 3);

�

�

�

�

�

�

q�1

X

q

0

=0

n��

n

�4

X

k=1

�

0

q

0

n+k

� q

n��

n

�4

X

k=1

�

k

�

�

�

�

�

�

� 2qn;

q�1

X

q

0

=0

n�1

X

k=n��

n

�3

min(�

0

q

0

n+k

; n

0

� k) � q(�

n

+ 3)

2

;

�

�

�

�

�

�

n

0

�1

X

k=qn

min(�

0

k

; n

0

� k)�

r�1

X

k=0

min(�

0

k

; n� k)

�

�

�

�

�

�

� 2r + 2(�

n

+ 3)

2

:

D'o�u le r�esultat en sommant et en utilisant (�

n

+ 3)

2

� n. ~

Corollaire 4. On a

�

�

�

�

�

A

0

n

0

�

�

A

n

�

p

2

�

�

�

�

� �

n

+ 14, pour n

0

= pn+ �

n

+ 4.

D�emonstration. On a :

j

�

A

0

n

0

�

�

A

pn

j �

�

�

�

�

�

A

0

pn

n

0

�

A

0

pn

pn

�

�

�

�

�

+

(�

n

+ 4)(�

n

+ 1)

n

0

� (�

n

+ 4)

A

pn

pnn

0

+ 1

� �

n

+ 3:

On conclut en appliquant le corollaire pr�ec�edent. ~

On est maintenant en mesure de d�emontrer le th�eor�eme principal :
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Th�eor�eme 2. Soient a

0

de module 1, " > 0 et h une fonction r�eguli�ere. Alors il

existe un a de module 1, tel que ja� a

0

j < " et lg

^

f

n

� h(lg n).

D�emonstration. Quitte �a remplacer a

0

par un nombre proche et �a prendre n su�-

samment grand, on peut supposer sans perdre de g�en�eralit�e qu'il existe un n tel que

(a

0

; n) v�eri�e la propri�et�e (P) et (2�)2

�n

< ". Soit M une constante telle que

8x

0

>x

�

h(x

0

) �

�

h(x) �M lg

x

0

x

:(12)

Posons K = 2(M +�

0

n

+15). Encore sans perdre de g�en�eralit�e on peut supposer que

n est su�samment grand pour que

�

h(n) �

�

A

0

n

+K.

On va construire une suite f(a

(i)

; n

i

)g de couples v�eri�ant la propri�et�e (P) et

telle que a

(i)

k

= a

0

k

, pour tout i et k < n. On en d�eduit d�ej�a j�

0

n

� �

(i)

n

i

j � 1, pour

tout i (comme dans dans la d�emonstration du corollaire 1). On prend (�

(1)

; n

1

) =

(�

n;p

(a

0

); np+�

0

n

+4), avec p minimal tel que

�

A

(1)

n

1

�

�

h(n

1

)�K. Un tel p existe, car

le premier membre crô�t en p (corollaire 3) et le deuxi�eme en lg p (�a cause de (12)).

Comme de plus

�

A

(1)

n

1

�

�

A

(1

0

)

n

1

�p

� 2(�

n

+ 14) + 1=2 � K, pour a

(1

0

)

= �

n;p�1

et comme

�

h est croissant, on a même

�

h(n

1

)�K �

�

A

(1)

n

1

�

�

h(n

1

):

Construisons les autres couples par r�ecurrence. Fixons un P tel que P � 2(2K +

M lg(P + 1)) et supposons par r�ecurrence que pour un certain i � 1 on ait :

�

h(n

i

)�K �

�

A

(i)

n

i

�

�

h(n

i

):(13)

Alors on prend a

(i+1)

= �

n

i

;P

(a

(i)

) et n

i+1

su�samment grand pour que (a

(i+1)

; n

i+1

)

v�eri�e la propri�et�e (P) et pour que l'on ait la relation (13), pour i+ 1 au lieu de i.

Ceci est possible, car d'apr�es le corollaire 3 et la choix de P , on a

�

A

(i+1)

n

0

i+1

�

�

h(n

0

i+1

),

pour n

0

i+1

= Pn

i

+ �

(i)

n

i

+ 4. Sinon, comme

�

h(k) �

�

A

(i+1)

k

tend vers l'in�ni, on peut

prendre n

i+1

= minfk � n

0

i+1

j

�

h(k) �

�

A

(i+1)

k

g. Finalement j

�

h(n

i+1

)�

�

h(n

i+1

� 1)j +

j

�

A

(i+1)

n

i+1

�

�

A

(i+1)

n

i+1

�1

j �M + 1 � K.

Alors soit a la limite des a

(i)

et montrons que a est le nombre d�esir�e dans le

th�eor�eme. D'apr�es sa construction, on a a

k

= a

(i)

k

, pour tout i et k < n

i

. Il s'en suit

en particulier que d(a; a

0

) < 2

�n

, d'o�u ja� a

0

j � ".

Puis posons C = 2+max(�

(1)

1

=1; � � � ; �

(1)

n

1

=n

1

; P ). Montrons alors que �

(i)

k

� Ck,

pour tout i; k � 1. Ceci est �evident pour i = 1. Supposons donc i � 2. Si 1 � k < n

1

,

on a j�

(i)

k

��

(1)

k

j � 1, d'apr�es le lemme 4(a). On en d�eduit �

(i)

k

� Ck. Si n

j�1

� k <

n

j

, pour un certain 1 < j < i, alors d'apr�es le lemme 4(a), on a j�

(i)

k

� �

(j)

k

j � 1

et en utilisant le corollaire 2, on en d�eduit �egalement �

(i)

k

� (P + 1)k + 1 � Ck.

En�n, pour k � n

i

, c'est encore le corollaire 2. Par passage �a la limite on en tire

�

k

� (C + 1)k, pour tout k � 1.
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Il nous reste �nalement �a montrer que

�

h(k) �

�

A

k

; E�ectivement, comme

�

h est

croissante, ceci implique que A

n

est surlin�eair de param�etre �, pour tout � < 1. On

conclut en appliquant le th�eor�eme 1.

Posons �

i

= maxfj

�

h(k) �

�

A

k

j j n

i�1

� k < n

i

g, pour tout i � 1 et convenons

que n

0

= 1. Soit i � 2 et n

i�1

� k < n

i

. Si k � n

0

i

, on a d'apr�es la construction de

(a

(i)

; n

i

) :

�

h(n

0

i

) �

�

h(k) �

�

A

(i)

k

�

�

A

(i)

n

0

i

:

Sinon, si Pn

i�1

� k � n

0

i

, on a :

j

�

h(k)�

�

A

(i)

k

j � j

�

h(Pn

i�1

� 1)�

�

A

(i)

Pn

i�1

�1

j �M + �

n

+ 5:

En utilisant le lemme 4(b), on en d�eduit :

�

i

� maxfj

�

h(k)�

�

A

k

j j n

i�1

� k � Pn

i�1

g+M + �

n

+ 17:

Finalement, supposons k = qn

i�1

+r, avec q < P et r < n

i�1

. Pour un certain j < i,

nous avons n

j�1

� r < n

j

. Alors en utilisant le lemme 4(b), le corollaire 3, (12) et

(13), on a :

j

�

h(k)�

�

A

k

j � j

�

h(k)�

�

A

(i)

k

j+ 3

�

�

�

�

�

�

h(k)�

�

qn

i�1

k

�

A

(i�1)

n

i�1

+

r

k

�

A

(i�1)

r

�

�

�

�

�

+

P

2n

i�1

+ 13

�

�

�

�

�

�

h(k)�

�

qn

i�1

k

�

A

(i�1)

n

i�1

+

r

k

�

A

r

�

�

�

�

�

+ P + 16

�

�

�

�

�

�

h(k)�

�

qn

i�1

k

�

h(n

i�1

) +

r

k

�

h(r)

�
�

�

�

�

+

r

k

�

j

+ P +K + 16

�

r

k

�

j

+M

 

qn

i�1

k

lg

k

n

i+1

+

r

k

lg

k

r

!

+ P +K + 16

�

1

2

�

j

+M(lgP + e lg e) + P +K + 16:

Au total, nous obtenons donc :

�

i

�

1

2

max(�

1

; � � � ; �

i�1

) + Cte;

o�u la constante ne d�epend pas de i. Mais ceci implique que les �

i

restent born�es,

d'o�u

�

h(k) �

�

A

k

, car

�

h tend vers l'in�ni. ~

5 Conclusion

Dans un certain sens la contribution de cet article est n�egative ; E�ectivement, le

th�eor�eme 2 montre l'inexistance d'un d�eveloppement asymptotique g�en�eral pour les
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suites mahl�eriennes. Ceci est une situation, que l'on ne rencontre pas tr�es souvent

pour des s�eries g�en�eratrices v�eri�ant une �equation simple. Regardons donc l'int�erêt

de ce th�eor�eme dans un cadre plus large.

Consid�erons les fonctions g v�eri�ant une �equation construite �a partir de g; z;+; �;
^
�,

les constantes complexes (que l'on appelle les param�etres de l'�equation) et �even-

tuellement la d�erivation. Ici on d�e�nit
^
� par a(z)

^
�b(z) = a(zb(z)). Ce genre de

fonctions couvre une tr�es grande classe de fonctions relevant de la combinatoire et

de l'analyse.

Or l'asymptotique de ce genre de fonctions est souvent miraculeusement simple.

Jusqu'au pr�esent, on a rencontr�e peu de types de comportements possibles. Ceci est

dû au fait que l'on se trouve souvent dans le cas, o�u la plus petite singularit�e est

isol�ee (souvent c'est même un pôle simple, comme dans le cas de f si jaj < 1). Mais

même dans le cas o�u la plus petite singularit�e n'est pas isol�ee, comme par exemple

dans le cas des arbres 2-3, o�u g v�eri�e l'�equation

g(z) = g(z

2

+ z

3

) + z;

le comportement est encore assez \simple" et admet un �equivalent exprimable dans

une �echelle habituelle (voir [Odl 82]). Ceci est dû au fait que la singularit�e principale

est un point d'accumulation de singularit�es de module plus grand.

De plus, dans la plupart des cas, quand on modi�e l�eg�erement les param�etres

dans l'�equation de g, on trouve souvent un comportement \voisin". Plus pr�ecis�ement,

le nombre de types de comportements que l'on peut obtenir en variant l�eg�erement

les param�etres est �ni. En plus, dans le cas o�u le type ne change pas, les \param�etres

du type" ne varient que l�eg�erement.

Ce papier donne une exception �a cette \r�egle". E�ectivement on montre qu'il y a

une in�nit�e de comportements di��erents pour f

n

, quand on fait varier a sur le cercle

d'unit�e, même si on ne consid�ere que des l�eg�eres variations.

Dans le cadre que nous venons de �xer, l'�equation de f est donc \singuli�ere" dans

un certain sens. Une question int�eressante qui reste donc �a �etudier est de savoir �a

quel moment on se trouve dans une telle situation. Nous avons l'impression que la

propri�et�e essentielle distinguant ce cas du cas \normal" est que f admet un cercle

de centre O comme fronti�ere naturelle, si jaj � 1. On peut donc s'attendre �a ce que

les �equations suivantes soient �egalement \singuli�eres" :

g(z

2

) = (1 � z)g

0

(z) + g(z)

2

;

g(2z) = (1 � z)g(z);

g(z

2

) = (1� z)g(z)g(z

3

); � � �

On pourrait aussi �etudier des produits du style :

g(z) =

1

Y

k=0

1

1 � z

k

=a
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En revanche les �equations suivantes ne sont pas singuli�eres :

g(z

2

) = (1� z)g(z)g(z

2

+ z

5

);

g(z) = zg(zg(z)) + z; � � �

N�eanmoins, même dans le cas des �equations singuli�eres, on peut souvent dire

quelque chose quand même. Premi�erement, si jaj > �, nous avons montr�e que l'on

a un �equivalent de

^

f

n

. Pour jaj > 1 il y a d'ailleurs de bonnes chances de pouvoir

obtenir �egalement un �equivalent simple de

^

f

n

. En utilisant des fonctions un peu

moins habituelles, comme la fonction \sommes des chi�res de n en base 2", on

pourra peut-être même obtenir un �equivalent de f

n

. D'ailleurs le cas o�u on connâ�t

un �equivalent de

^

f

n

, mais pas de f

n

, est d�ej�a plus fr�equent en asymptotique.

Deuxi�emement, en combinatoire, comme les s�eries g�en�eratrices ont normalement

des coe�cients r�eels et même entiers, a ne pourra pas prendre n'importe quelle

valeur dans la pratique. En revanche, le th�eor�eme 2 montre bien, qu'il y a peu de

chances de rencontrer des d�eveloppements classiques pour

^

f

n

, d�es que l'on prend des

nombres de module 1 pour a, qui ne sont pas racine d'unit�e.

Troisi�emement, le fait de ne pas avoir un �equivalent simple d'une suite ne veut

pas dire que l'on ne puisse pas d�ecrire e�cacement son comportement asymptotique.

En e�et, historiquement le but du calcul asymptotique est de rapidement pouvoir

calculer des bonnes approximations de la suite pour des grandes indices. L'obtention

d'un �equivalent r�egle ce probl�eme, mais d'autres m�ethodes pourrait être e�caces

�egalement. Cet article montre que dans le cas pr�ecis du produit in�ni consid�er�e, on

est oblig�e de chercher recours dans des m�ethodes moins classiques.
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