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1 Introduction

Ce papier est essentiellement la troisieme chapitre de mon D.E.A. [VdH 93]. On
étudie asymptotique des produits de la forme

o0

1:[ l—zzk/a

Cette fonction vérifie I’équation mahlérienne suivante :

() = (1= za)f(z). ol a#0 et [(0) =

L’étude de cette équation est importante, car toute suite mahlérienne est produit de
convolution de suites mahlériennes relevant de cette équation et d’une suite réguliere
(voir [Dum 93]). On montre que le comportement du n-ieme coefficient de Taylor
fn = [2"]f(2) dépend essentiellement du module de a. Si le module de @ est inférieur
a 1, analyse des f, est facile; f(z?) étant analytique pour |z| < +/a, on a :

2
fod (ci )
a

En revanche le cas |a| > 1 donne lieu a des comportements tres divers. Dans la
quatrieme section on montre que pour toute “bonne” fonction h, avec & < h(x) <
xlgx, il existe un a de module 1, tel que lg |fn| < h(lgn); ici lgx = log, x et
fn = maxXi<i<n |fi|. En fait, le comportement des f, dépend essentiellement du
développement en binaire de arg a/2x. Enfin, pour |a| > 2, les f,, restent bornées,
mais se comportent de facon extrémement chaotique. Il y a donc peu de chance que
le comportement des f, rentre dans une échelle asymptotique habituelle.



2 Encadrements de Ig fn

Fixons d’abord quelques notations. On rappelle que I'on note lg z = log, = et fn =
maxi<i<n | fi|]. Pour z et 2’ de module 1, on note par d(z,z’) leur distance sur le
cercle unité divisé par 27.

Pour tout 0 < r < 1 I'inégalité triangulaire nous donne alors :

1—rz] <[l —z|+1—r<2zxd(l,z)+1—r.
En utilisant la concavité de lg on obtient alors :
(1) —lg|l —rz| > min(—lg d(1,z),—lg(l —r)) — 4.
Puis on a pour z = €™ et |a| < 1/2:
11 —rz)* — (2d(1,2))* =
14+7r2—2r cos(2mar) — 402,
On vérifie aisément que cette expression est toujours positive. On obtient donc :

1 —rz] >2d(1,2) =

(2) —lg|l —rz| <min(—1lg d(1,z),—lg(1 —r)).

Dans un premier temps on va essayer de minorer lg |f(ra)|, pour r = 1/2'/2"

— k_
n—1 Cl2 1

lg|f(ra)l =" —lg ZZ—lg‘l—sz—-n-
k=0

k=0

o0 azk—1
1 - 22k—n

Puis, d’apres 'inégalité (1) :

n—1 ) . 1
lg|f(ra) > me{—lg d(1,a*" "), 1Ig (1 - 2—)} —in.

k=0

Or, comme

|
le (1 - 22*)

lg (1 — e_(hﬂ)?_m)

= Ig((In2)27" + 0(27*))
= lgln2—a+0(277),

il existe des constantes Cy et C5 tel que pour k < n :

1
(3) Cl—l—k—n<lg<1——)<02—|—k—n,

22k—n
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d’ou on tire enfin :

(4) lg|f(ra)| = A, + O(n), ot

et N min(|—1 daa ,n—k).
g

Essayons de Comprendre intuitivement ce que représente A,. Si on développe
arg a/27 en binaire, alors la quantité a,, = | —lg d(a,a*")], que I'on appelle le n-ieme
autocorrélateur de a, mesure plus ou moins le nombre de chiffres en commun apres
la virgule entre ce développement et le méme développement décalé de n chiffres vers
la gauche (en convenant que 'on tient compte des irrégularités dues a 1,000 -- ~
0,111---). On mesure donc quelque chose comme le taux de réappararition des
premiers chiffres de arg a /27 dans son développement binaire. Si ensuite on met dans
un diagramme le nombre d = a;. en fonction de k, alors A,, représente le nombre
de cases du diagramme en dessous de la ligne d’équation d = n — k ce qui revient
a “tronquer” le diagramme. On appelle A, la série d’autocorrélation associée a a.
Dans les figures 1.a et 1.b on montre les diagrammes associés a différentes valeurs
de a.

Maintenant que 'on a donné un sens physique aux A,, on peut affirmer que
si arg a/27 est rationnel, son développement binaire est périodique a partir d’un
certain rang, donc A, ~ cn ou A, ~ en® Dans ce cas on peut obtenir des esti-
mations précises des f,, par la méthode de col (voir [Dum 93]). Sinon, pour que la
formule (4) nous soit utile, il faut que A,, = n. C.a.d. il faut qu’il y ait suffisamment
d’autocorrélation (ce qui par exemple n’est pas le cas si a = —1).

Dans un deuxieme temps, on cherche & majorer lg | f(z)], pour |z| = r. Soit donc

b de module 1. On a :

00 2k n—1 2k
1g|f(rb)|:Z—lg‘1 o <Z—lg‘ — o + M, avec
k=0 k=0

M= sup lg|f(2)]

l2|<1/2

En utilisant (2) on obtient ensuite :

le [f(rb)] < nz_:lmin{—lg d(a, ), —lg (1 _ L_)} M

k—n
k=0 22
et finalement, en utilisant (3) :

() lg|f(rb)] = By + O(n), ou

demem —lg d(a bzk)J,n—k).
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Figure 1.a : Comportement de «,, pour a racine

d’unité et ou A, a un comportement
en C'n?.
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Figure 1.b :  Comportement de «,,, pour un a tel que
A, a un comportement en Cnlgn.



Intuitivement 8, = |—lg d(a,b*")] mesure le nombre de chiffres en commun

entre le développement en binaire de arg a/27 et arg b/2w, décalé de n chiffres vers
la gauche. Ceci implique que quand ce nombre est grand, alors 3,15 est voisin de as.
Dans la section suivante, on utilisera cette remarque pour montrer que la seconde
série d’autocorrélation B, & Sup =1 Brn > An est asymptotiquement équivalente a
A,

Pour terminer, montrons maintenant comment obtenir un encadrement de lg fn

a l'aide de (4) et (5).

Premierement soit C, le cercle de centre 0 et de rayon r = 1/2'/7

ns LUl
Cr

s pntl
< 9Bngmt0lgn) 1
< o
— 9Bpgn1+0(sn)

On en déduit la premiere inégalité pour Ig fn en utilisant le fait que B, est croissant :

(6) lg | ful <lg fu < Bpgay + O(lgn).

Pour obtenir une inégalité dans I"autre sens, on supposera que :
— A, ~ B,,
— n=o0(A,).
— Ay < A, + M(n —n)lgn’ pour un certain M et tout n’ >n > 1.

Dans la section suivante on donne des conditions impliquant ces hypotheses.
D’apres I'inégalité (4), on a pour r = 1/21/7

fa )
]

24000 < | f(ra)| < 301l < 30

On en déduit en particulier que lgn = o(lg fn) (sinon f(r) est a croissance polyno-
miale en n contrairement a 240s . Posons maintenant :



On a clairement lgn < 1g fn < @(n) < Ajign). De plus, si n est suffisamment grand,
on a pour tout k > 4np(n) :

|
@(k) < sup 8Ji Apgry
>k Allgl]

lg k
sup I (A + Mg " 4 1) 1gle

<
>n AnglJ
k
< o(n) + 2M(lgg +1)lglgk
k k k
< —+3Mlg—lg(lg—+1gn)
in n n
k k ko k
< —4+3Mlg—lg(lg—+ —)
in n n o n
k
< —.
- 2n
On en déduit que :
i fin = i 2¢0=5
k=[4ne(n)] k=[4ne(n)]
S Z 2_2n
k=|4np(n)]
1
<
1—272
= O(n)

On a également :

Ceci entraine :

94 g (ane(n))) +O(87) 94 1g n

Z fi2n
|_4mp )] -1

Z fe2m + i fr2n

b= Line(n)
< [4n(n)] flane(n 207 + O(n).

IA

IA

D’ou finalement :

Sp(dngp(n)).



On a donc :

3 Sur les liens entre les deux séries d’autocorrélation

Dans toute cette section nous supposons que les conditions (C) suivantes sont

vérifiés :
— n=o0(A,).
— a, = 0(n).

— Pour tout A < 1, il existe un N tel que

(8) Yn'>n> N

Intuitivement ceci veut dire qu’a la fois il y a suffisamment et pas trop d’auto-
corrélation et que A, croit de facon “réguliere”. La deuxieme condition entraine
I’existence d’une constante C' > 1, telle que «,, < Cn, pour tout n > 0. Fixons cette
constante une fois pour toutes. Le but de cette section sera alors de d’établir le lem-
me 1 et le théoreme 1. Combinant ces résultats avec ceux de la section précédente
on obtient alors un encadrement de Ig fn, lorsque les conditions (C) sont vérifiées.

Remarquons tout d’abord que pour 0 < 6 < f3, et Buys < f, — 6 — 2, (ou on
peut remplacer la condition #,.s < 3, — 6 — 2 par as < 3, — 6 — 2, menant de facon
semblable au méme résultat) on a :

d(a,b*) < 270 =
d( 25762n+5) < 2_(571—6):>
[d(a, ") = d(a, )] < 277

et comme d(a, ban) > 2~ (n=é-1),

g d(a, b)) —1g d(a,a®)| < 1 =

(9) |ﬂn+5 - 0z5| <L
Nous sommes maintenant en mesure de pouvoir démontrer le :

Lemme 1. Avec les conditions (C), il existe M tel que pour tout n’ > n > 1, on
a:

Ay — A, < M(n' —n)lgn'.
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Démonstration. Raisonnons par récurrence sur n’ — n ; il suffit de trouver un M,
tel que A,y1 — A, < Mlg(n + 1), pour tout n > 1. Or A4 — A, = Card{k <

nlagy > n — k}. Soient alors 0 = ng < ny < --- < n; < n les nombres tels que
ap, >n—n;. Pour0<i<jeté<(n—n;—2)/(C+1),ona:
a5§05§(n—ni—Z)(l—C;_l_l)§n—ni—2—5§ani—5—2.
Donc d’apres (9), on a ap,46 < a5 + 1, d’ott a6 <n—mn; — 6 et
n—mn; —2
ni+1_ni207_|_1

Par récurrence, il s’en suit que :

ne = (1= (55) ) —2).

En particulier :

n—3<n;_3<(1- (L)j_S)(n —2), d’ou

C+1
il3< lg(n —2)
ls (%)

Alors A,p1 — A, =37 < M'lg(n+ 1), pour M =2/1g((C +1)/C) et tout n a partir
d’un certain rang N. Pour finir, il suffit de poser
Ay — Ay An — AN—l)

lg2 77 IgN v

M = max (M',

Lemme 2. Soit b de module 1. Alors :
n—1

By, = Z min( S, nC) + O(n),

k=0

le terme d’erreur étant uniforme en b. En particulier dans le cas 3 = «, on a :

n—1
A, = Z ar + O(n).
k=1

Démonstration. D’abord, posons C’ = 3C* 4+ 11C + 5. Ensuite raisonnons par
récurrence. Plus précisément, supposons par récurrence que 1’on ait 'inégalité sui-
vante pour tout n’ <n :

n—1
(10) Z ap — A, < C'n'.

k=1



Alors montrons que 'on a I'inégalité pour n’ = n et donc pour tout n’ par récurrence.
Ceci nous donne le cas particulier du lemme. Par ailleurs, toujours sous 1’hypothese
de récurrence, on montrera également que :

n—1
0< Z min(3g, Cn) — By, < C'n.
k=0
Ceci achevera bien la démonstration du lemme.
Fixons donc b de module 1. Comme pour n = 0 il n’y a rien a démontrer, on
peut supposer que n > 0. Soient 0 < ng < ny < -+ < n; < njp; = n les nombres
définis par

no=min{k >0 |8 >n — k}
ni=min{k > ng |Bp >n —k}
n;=min{k > n;_1|Br > Pn_, — (k—ni_1) — 2} , pour 2 < < 5.

Alors pour 6 < (n —ng—2)/(C 4+ 1), on trouve as <n—ng—2—06 < fF,; — 6 — 2.
Puis en utilisant (9), on obtient ny —ng > (n — ng — 2)/(C + 1). Ceci nous donne

enfin :
n—2

> .
M=o
Soit maintenant 1 < ¢ < j — 1. Pour 6 < (f,, —3)/(C 4+ 1), on trouve a5 <
Bn; — 3 — 6 et en utilisant (9),

n; —ni1 > (B, —3)/(C +1).

Puis encore a cause de (9), on a |Bx — ag—n,_,| < 1, pour n,_1 < k < n;. Il s’en suit
que :

n;—1 n;—1

> ke, i —ni > > B

k=n;_1+1 k=n;_1+1

n;—1

> min(By,n — k)

k=n;_1+1

Y

n;—1

Z min( Bk, n; — k)

k=n;_1+1

Y

n;—1

> Y min(og_n,_, .0 — k) = (ni — niy)
k=n;_1+1

= Am‘—ni—1 - 2(”2’ - ni—l)-

Or, comme n; — n,—y < n, on a d’apres (10) :

n;—1

(11) Z AOf—pi_q — Ani—ni—1 S Cl(nZ — ni_l).

k=n;_1+1



Il s’en suit que :

n;—1 n;—1
Z By — Z min(Bg,n — k) < (C'+ 3)(n; — ni—1).
k=n;_1+1 k=n;_1+1

Par ailleurs on avait montré 3,, —3 < (C' 4+ 1)(n;41 — n;), donc :

Zﬂm < 67%0 +6nj +(C+1) (Z_:ni-l-l _ni) +3(j ‘|'1)

< Byt By, H(C +4)n =

Z]:min(ﬂni,Cn) < (3C 4+ 4)n.

En rassemblant tous les morceaux, on obtient :

n—1 7
0< Z min(fk,Cn) — By, = Zmin(ﬂni, Cn)—(n—mn;)+
k=0 1=0
J  nmip1—1
> > min(Bk, Cn) — min(B,n — k)
=1 k=n;+1
J J
< min(B, Cn) + 30(C 4 B) i — )
=0 =1
< BCH+4)n+(C"+3)(n—nq)
2
< 4 ! 11—
< BCH+4)n+ (C"+3)( C—I—l))n+0—|-1
< ('n.

En particulier, lorsque b = a, on obtient :
n—1 n—1
Z o — A, Zmin(ozk,Cn) — A, —Cn<Cn

Ceci est la relation (10), pour n’ = n. @

Lemme 3. Soit b de module 1. Il existe une suite {p;}, avec des termes potentiel-
lement infinis, telle que

Bb,n :Apo—l_""l'Apj +AT+O(n)7

pour tout n = pg+ -+ +p; +r, avec 1 < r < p;yq. De plus le terme d’erreur est
uniforme en b.
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Démonstration. Soit la suite ng = 0 < ny < --- telle que pour tout ¢ > 1, n;
soit le plus petit nombre plus grand que n;_; et tel que f3,, soit plus grand que
Bri_y — (ni — ni—1). Montrons que la suite {p;} définie par p; = n;41 — n,; convient.
Reprenons les notations du lemme précédent. D’apres (10), on a :

Apo+Ap1+---+A + A4, =

J—1p;—1

= ZZO%-I-ZO%—I-O

1=0 k=1
=1 niy1—1

= D D, Qo Tt Z A, +O(n).

1=0 k=n;+1 k=n;+1

Puis, remarquons que pour les mémes raisons que dans la démonstration du lemme
2
précédent, on a :

B — 3 < (C+1)(niy1 —n;) , dou

iomin(ﬂni, Cn) = O(n).

D’autre part, d’apres (9), on a |8 — qg—p,
On en déduit :

<1, pour n; < k < niyq oun; <k <n.

n—1

By, = Z min(f, Cn) + O(n)
k=0
j—1mnip1-1

= > > min(B, Cn)+ meﬂk,cn)—l-O( )

1=0 k=n; k=n;

j—1mnip1-1

n—1
= Z Z min(ag_n,,Cn) + Z min(ag_,,,Cn) +

1=0 k=n; k=n;

me (Bn;, Cn) + O(n)

s

J=1 ni41—1
— Z Z Of—p; + Z O n; ‘I’O )
1=0 k=n;+1 k=n;+1

Finalement on remarque que tous les termes d’erreur utilisés sont uniformes en b,
d’ott le lemme. @

Démontrons maintenant le théoreme principal de cette section :
Théoréme 1. Lorsque les conditions (C) sont vérifies, on a A, ~ B,.

Démonstration. Supposons que l'on ait (8) pour certains A et N. D’apres le lemme
3 on peut écrire pour tout b de module 1 :

By, = Apo +oeee Ap] + O(n),

11



pour certains nombres pg,--- ,p; de somme n. Alors :

Byn= > Ap+ > A, +0(n).

i,pi <N 6pi 2N
Or
> A, <n max ko O(n)
inN 0<k<N k
et d’autre part :
Z Ay, < Pi < l
ey A T pSv A T A
D’ou : B | |
b,n n
— < —4+0(—)== 1
4, Sa o) =y e

Le terme reste étant uniforme en b, pour tout A’ < A, on a donc a partir d’un certain
rang :

1
)Y
Ceci étant vrai pour tout A < 1, on a donc A,, ~ B,. @

B, < —A,.

Remarque. Nous pensons que l'on a méme la chose suivante : Lorsque les deux
premieres conditions de (C) sont vérifiées alors il y a équivalence entre la trosieme
proposition et la proposition A, ~ B,,.

4 Sur la diversité de comportements possibles de
Ig fn
On dira qu’une fonction h : Rt — RY est réguliere, si :

— h(x) = h(x)/x est croissante et tend vers I'infini.

/

— AMVYa'>2 h(z) - h(z) < Mg —.
Z

Remarquons que toute fonction réguliere h vérifie nécessairement v < h(x) < zlg.
Si h est dérivable, alors la deuxieme condition est notamment vérifiée si h'(x) < 1/x.
En particulier toute fonction dérivable h telle que

1
rlgx

< K (x) =

8| =

est réguliere; Ceci nous permet d’associer injectivement une fonction réguliere a
chaque fonction continue asymptotiquement comprise entre 1/(xlgx) et 1/x.

12



Montrons maintenant comment on peut construire des a de module 1, tels que
lg f,. ait le méme comportement que h(lgn), a un facteur constant pres, étant donnée
une bonne fonction h. Fixons d’abord quelques notations. Pour ¢ de module 1, on
pose

a;ia = ;%, avec a; € {0,1}.

/

Sinon pour a’ de module 1, on définit A/, o/,

etc. de la méme facon que pour a.
Démontrons tout d’abord quelques lemmes :

Lemme 4. Soient a et a' de module 1 et N tel que d(a,a’) < 27N, Alors :

(a) o — )] <1, pour tout k, tel que oy < N —k — 3.
(b) |A,— Al| < 3n, pour tout n < N.
(¢) Sid(a,1)>2"N=Y qalors |1gd(a,1) —lgd(a’,1)] < 1.

Démonstration. Pour tout k, on a :

k

d(a,a®) = d(a’,a™)] < d(a,a’) +d(a®",a™") < 2HN,
En particulier, si ag < N — k=3 (et de méme si af, < N~k —3). alors
_1gd(a7a2k) <o, +1< N — (k_|_2) -
= d(a,d®") > 22N
= [lgd(a,a®) —lgd(a’,a”™)| < 1
= lap—ay| <L

Il s’en suit que pour n < N :

n—1
|A, — Al <> |min(ag, n — k) — min(aj,n — k)| < 3n.

k=0

Finalement (c¢) est trivial. @
Maintenant soit n un entier. On dira que (a,n) vérifie la propriété (P) ssi :

— Vk>n—(a,+3) ar =0.

— VI<k<n—(a,+3) ar <n—k—3.

— n > (a, +3)%

Si (a,n) vérifie la propriété (P), définissons pour tout entier p > 2 le nombre o’ =
Tpn(a) de module 1 par aj, = 0 ((k=1)modn)+1, Pour k < pn et aj = 0, sinon. Calculons
maintenant les o, définis par cette transformation :

13



Lemme 5. Si la paire (a,n) vérifie la propriété (P), alors les autocorrélateurs de
a' = 71, ,(a) vérifient les relations suivantes :

(a) Pourk <n—a, —3, on a lo), — ag| < 1.

(b) Pourn—a,—3<k<n, on a o) < oy + 2.

(¢) Pourn <k<pk—a,—3n[k, onald,—a oa.] <1

(d) Pourn <k <pk—a,—3,nlk, onala,—(pn—Fk)| <a,+1.
(e) Pourk > pn—a, — 3, on a |aj —ay,| < 1.

Démonstration. (a) découle directement du lemme précédent.
Puis pour n — a,, — 3 < k < n, soit ¢” de module 1 tel que arga” = arg a/2"*.
Alors :
d(a’, ") = d(a,d")| < d(a,d’) + d(a", @) < 2701,

k

Comme par ailleurs d(a, a”) = (1=2")d(a, 1) > 2-(ntD) > 2-00=2) on ad(a/,a’* ) >
27(en+2) d'ou (b).

Ensuite, on a a,, = |—lgd(a,1)] = |—lg(arg a/27)]. On en déduit que a, = 1,
pour un certain k < «,, +1. Pour n < k < pn—a,, — 3, les développements en binaire
de arg a’zk/Zﬂ' et arg a’kaOdn/Zﬂ' ont donc au moins pn — k et au plus pn + a,, — k
chiffres en commun au début. On en déduit :

2—(pn—|—ozn—|—1—k) < d(a/2k a,kaodn < 2—(pn—k)‘

= 9 =

Or dans le cas ou n|k, ceci nous donne (d).
Dans 'autre cas, en utilisant

pmodn <N — (kmodn) —2<pn —k—2, si kmodn <n—a, —3
a?ﬂmodng an+1 SpTL—k—Q, SiHOH7

on trouve (c).
Finalement, pour k£ > pn — «,, — 3, on trouve :

d(d’,a™®") — d(a,a®")| = |d(a’,1) — d(a,1)] < 27"

Or d(a,1) > 27t > 2=(=D " Pou (e). @

— Y

Corollaire 1. La paire (a’',n') vérifie la propriété (P), pour n’ > pn + ay,, + 4.

Démonstration. On a |a, — | = ||—1g(a,1)] — |—1lg(d,1)]| < 1, d’apres le
lemme 4(c). Ensuite toutes les conditions se vérifient trivialement. v
Corollaire 2. On a o), < (p + 1)k, pour tout k > n. @

14



Corollaire 3. On a < 10n', pour n’ = qn+r, ou 1 <

, q’
An/ - qAn —I' AT ‘I’ ?

g<pet<r<n.

Démonstration. On a :

n—on—4

A, = n+ Z o + Z min(ag,n — k),

k=n—an,—-3

g—1 0 n—oa—4 n—1 gn+r—1
o= o+ >+ >, pmin(al,en’—k)+ D min(al,n’ — k).
q'=0 | k=0 k=1 k=an,—3 k=qn
Or:
n—1
Z min(ag,n — k) < (o, +3)?,
k=n—an—-3
1 g+1
qn7 _k)__Q( n) S Q(an+3)7
2 2
-1 n—ap—4 n—op—4
Z Z aq’n+k q Z arl < 2gn,
q'=0 k=1 k=1
Z Z min(aj, 1 — k) < qla, +3)
q'=0 k=n—ay,—3
n'—1 r—1
Z min(ay,n’ — k) — Z min(ag,n — k)| < 2r+2(a, +3)
k=qn k=0
D’ott le résultat en sommant et en utilisant (v, + 3)* < n. Q

Corollaire 4. On a |A",, — A, — }2—?‘ < oy, + 14, pourn’ = pn + «,, + 4.
Démonstration. On a :
_ _ Al Al n+ Do, +1
A = Ay] < [P A (0¥ D@0 1)
n pn n
Ay
< (an+4)
pnn!
< a,+3.
On conclut en appliquant le corollaire précédent. @

On est maintenant en mesure de démontrer le théoreme principal :
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Théoreme 2. Soienl o' de module 1, ¢ > 0 el h une fonction régulicre. Alors il
existe un a de module 1, tel que |a — a'| < e etlg f, < h(lgn).

Démonstration. Quitte a remplacer ¢’ par un nombre proche et a prendre n suffi-
samment grand, on peut supposer sans perdre de généralité qu’il existe un n tel que
(a’,n) vérifie la propriété (P) et (27)27" < e. Soit M une constante telle que

/

(12) Va'>z h(z)) - h(z) < Mlg—.
Z

Posons K = 2(M + o, 4+ 15). Encore sans perdre de généralité on peut supposer que
n est suffisamment grand pour que h(n) > A’, + K.

On va construire une suite {(a'9,n;)} de couples vérifiant la propriété (P) et
telle que ag) = a},, pour tout ¢ et k < n. On en déduit déja |a/ — ozgfi)| < 1, pour
tout i (comme dans dans la démonstration du corollaire 1). On prend (a"),n;) =
(Thp(d'),np+ o, +4), avec p minimal tel que A7(111) > h(n1) — K. Un tel p existe, car
le premier membre croit en p (corollaire 3) et le deuxieme en lgp (a cause de (12)).
Comme de plus A7(111) — A( ) » < 2(0, +14) +1/2 < K, pour all’) = Tpp—1 €t comme
h est croissant, on a méme h(nl) K < Al ) < h(ny).

Construisons les autres couples par récurrence. Fixons un P tel que P > 2(2K +
M lg(P + 1)) et supposons par récurrence que pour un certain ¢ > 1 on ait :

(13) h(n:) — K < AD < h(ny).

Alors on prend alit!) = Tn“p(a(i)) et n;y1 suffisamment grand pour que (a(i"'l), Nit1)
vérifie la propriété (P) et pour que l'on ait la relation (13), pour ¢ + 1 au lieu de 1.
Ceci est possible, car d’apres le corollaire 3 et la choix de P, on a 121( ) > h(n niy),
pour n; ., = Pn; + ozgfi) + 4. Sinon, comme h(k) — Agﬂ) tend vers l’mﬁm, on peut
prendre n;y; = min{k > nl|h(k) > Agjﬂ)}. Finalement |A(niy1) — h(nig — 1)| +
JAGHD — AU <M +1< K.

Ty41

Alors soit a la limite des ¢ et montrons que a est le nombre désiré dans le
théoreme. D’apres sa construction, on a a; = agj , pour tout ¢ et k < n;. Il s’en suit
en particulier que d(a,a’) < 27", d’ou |a —d| <e.

Puis posons €' = 2—|—max(oz§1)/1 ol /ny, P). Montrons alors que ozgf) < Ck,
pour tout 7, k > 1. Ceci est évident pour 1= 1 Supposons donc 1 >2.511 <k <nq,

on a |a ozk | < 1, d’apres le lemme 4(a). On en déduit ozk < Ck. Sl nj_ 1 < k<
nj, pour un certain 1 < j < ¢, alors d’apres le lemme 4(a), on a |ozk — k | <1

et en utilisant le corollaire 2, on en déduit également ozgj) < (P+1k+1<Ck.
Enfin, pour k£ > n;, c’est encore le corollaire 2. Par passage a la limite on en tire

ar < (C'+ 1)k, pour tout k > 1.
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Il nous reste finalement & montrer que h(k) ~ Ay ; Effectivement, comme h est
croissante, ceci implique que A, est surlinéair de parametre A, pour tout A < 1. On
conclut en appliquant le théoreme 1.

Posons j; = max{|h(k) — Ax| | ni-1 < k < n;}, pour tout i > 1 et convenons
que ng = 1. Soit 2 > 2 et n;_y <k < n;. Si k> n!, on a d’apres la construction de
(D, n;)

h(nt) < h(k) < A < A,

Sinon, si Pn;_1 <k <n! ona:

[B(k) = AL = [R(Priy — 1) = AR, 4| < M+ ay, +5.
En utilisant le lemme 4(b), on en déduit :

i < max{|h(k) — Ap| | nisy < k< P4+ M+ a, +17.

Finalement, supposons k = gn;_1 +r, avec ¢ < P et r < n;_;. Pour un certain j < 1,
nous avons nj_; < r < n;. Alors en utilisant le lemme 4(b), le corollaire 3, (12) et

(13), on a:

(k) = Akl < Jh(k) = AP +3
7 qrii—1 <(;i— r o<
< |h(k) - A=) TG 1>)‘ 1
< Jh = (B A+ a4 g
< |h(k) — (q"];‘lAgjj_? + %AT) +P+16
< |h(k) - (qn];‘lh(ni_l) + %h(r))‘ + %/M + P+ K +16

n; r. k
< —u;+M | —lg — P+ K +16
< k,u]—|' (k ngrl kgr)+ + K +
1
< §MJ+M(1gP—I-elge)—I-P—I-K—I-16.

Au total, nous obtenons donc :

1
pi < 5 max(pn, oo pimr) + Cte,

ou la constante ne dépend pas de i. Mais ceci implique que les p; restent bornés,

d’ott h(k) ~ Ay, car h tend vers I'infini. @

5 Conclusion

Dans un certain sens la contribution de cet article est négative ; Effectivement, le
théoreme 2 montre I'inexistance d’un développement asymptotique général pour les
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suites mahlériennes. Ceci est une situation, que I'on ne rencontre pas tres souvent
pour des séries génératrices vérifiant une équation simple. Regardons donc I'intérét
de ce théoreme dans un cadre plus large.

Considérons les fonctions ¢ vérifiant une équation construite a partir de ¢, z, +, -, 0,
les constantes complexes (que 'on appelle les parametres de 1’équation) et éven-
tuellement la dérivation. Ici on définit 6 par a(z)6b(z) = a(zb(z)). Ce genre de
fonctions couvre une tres grande classe de fonctions relevant de la combinatoire et
de I"analyse.

Or 'asymptotique de ce genre de fonctions est souvent miraculeusement simple.
Jusqu’au présent, on a rencontré peu de types de comportements possibles. Ceci est
di au fait que 'on se trouve souvent dans le cas, ou la plus petite singularité est
isolée (souvent c’est méme un pole simple, comme dans le cas de f si |a| < 1). Mais
meéme dans le cas ou la plus petite singularité n’est pas isolée, comme par exemple
dans le cas des arbres 2-3, ou ¢ vérifie ’équation

g(z) = g(z* + 2°) + =,

le comportement est encore assez “simple” et admet un équivalent exprimable dans
une échelle habituelle (voir [Od] 82]). Ceci est di au fait que la singularité principale
est un point d’accumulation de singularités de module plus grand.

De plus, dans la plupart des cas, quand on modifie légerement les parametres
dans I’équation de ¢, on trouve souvent un comportement “voisin”. Plus précisément,
le nombre de types de comportements que I'on peut obtenir en variant légerement
les parametres est fini. En plus, dans le cas ou le type ne change pas, les “parametres
du type” ne varient que légerement.

Ce papier donne une exception a cette “regle”. Effectivement on montre qu’il y a
une infinité de comportements différents pour f,, quand on fait varier a sur le cercle
d’unité, méme si on ne considere que des légeres variations.

Dans le cadre que nous venons de fixer, I’équation de f est donc “singuliere” dans
un certain sens. Une question intéressante qui reste donc a étudier est de savoir a
quel moment on se trouve dans une telle situation. Nous avons 'impression que la
propriété essentielle distinguant ce cas du cas “normal” est que f admet un cercle
de centre O comme frontiere naturelle, si |a| > 1. On peut donc s’attendre a ce que
les équations suivantes soient également “singulieres” :

9(z) = (1 = 2)g'(2) + g(2)?,
9(2z) = (1 = 2)g(2),

9(z*) = (1 = 2)g(2)g ("), - -
On pourrait aussi étudier des produits du style :

= 1

9(z) = kl:[ T a
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En revanche les équations suivantes ne sont pas singulieres :
9(z*) = (1 = 2)g(2)g(=" + 2°),

g(2) = zg(zg(2)) + 2, - -

Néanmoins, méme dans le cas des équations singulieres, on peut souvent dire
quelque chose quand méme. Premierement, si |a| > p, nous avons montré que I'on
a un équivalent de fn Pour |a] > 1 il y a d’ailleurs de bonnes chances de pouvoir
obtenir également un équivalent simple de fn En utilisant des fonctions un peu
moins habituelles, comme la fonction “sommes des chiffres de n en base 27, on
pourra peut-étre méme obtenir un équivalent de f,. D’ailleurs le cas ou on connait
un équivalent de fn, mais pas de f,, est déja plus fréquent en asymptotique.

Deuxiemement, en combinatoire, comme les séries génératrices ont normalement
des coefficients réels et méme entiers, a ne pourra pas prendre n’importe quelle
valeur dans la pratique. En revanche, le théoreme 2 montre bien, qu’il y a peu de
chances de rencontrer des développements classiques pour fn, des que 'on prend des
nombres de module 1 pour a, qui ne sont pas racine d’unité.

Troisiemement, le fait de ne pas avoir un équivalent simple d’une suite ne veut
pas dire que ’on ne puisse pas décrire efficacement son comportement asymptotique.
En effet, historiquement le but du calcul asymptotique est de rapidement pouvoir
calculer des bonnes approximations de la suite pour des grandes indices. L’obtention
d’un équivalent regle ce probleme, mais d’autres méthodes pourrait étre efficaces
également. Cet article montre que dans le cas précis du produit infini considéré, on
est obligé de chercher recours dans des méthodes moins classiques.
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