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Motivation

Motivation

Motivation

Motivation

Asymptotique automatique et transs�eries

� Asymptotique de ph�enom�enes fortement non lin�eaires.

� Th�eorie syst�ematique.

� Th�eorie e�ective ) accent sur les aspects alg�ebriques.

� Propri�et�es analytiques via resommation.

Exemples

� Asymptotique de l'inverse fonctionnelle de xe

x

pour x!1.

Intervient dans l'�etude des nombres de Bell.

� R�esolution asymptotique d'�equations di��erentielles non

lin�eaires comme
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Historique abr�eg�e

Historique abr�eg�e

Historique abr�eg�e

Historique abr�eg�e

Th�eorie

� Newton (� 1670) : s�eries formelles, polygone de Newton.

� Puiseux, Briot, Bouquet, Fine, Smith (1850{1900) : m�ethode

des polygones de Newton, extensions et ra�nements.

� Hardy (1910{1911) :

�

Echelles g�en�erales, fonctions exp-log,

corps de Hardy.

�

�

Ecalle (1990{*) : Transs�eries et resommation.

Algorithmes

� Shackell (1990{*) : formes imbriqu�ees de fonctions exp-log.

Exemple :

e

log

2

xe

e

log

3

x(�+o(1))

� Shackell (1991) : d�eveloppements de fonctions exp-log et de

fonctions liouvilliennes (algorithme incomplet).

� Gonnet, Gruntz (1992) : d�eveloppements de fonctions exp-

log.

� Richardson (1992{1996) : constantes exp-log.

� Salvy, Gruntz (1990{1996) : implantations en MAPLE.
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Plan

Plan

Plan

Plan

1. fonctions exp-log

2. conjecture de Hardy
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I : fonctions exp-log

I : fonctions exp-log

I : fonctions exp-log

I : fonctions exp-log

Une fonction exp-log est une fonction f construite �a partir de Q,

x par +;�;�; =; exp et log. But : trouver le d�eveloppement de f

pour x!1 (si f y est d�e�nie).

Les probl�emes

� Trouver la bonne �echelle.

�

�

Eviter les annulations ind�e�nies :

f =

1

1� x

�1

� e

�x

�

1

1� x

�1

(x!1):
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�

Echelles asymptotiques

�

Echelles asymptotiques

�

Echelles asymptotiques

�

Echelles asymptotiques

D�e�nition �echelle asymptotique

S

B

= fb

�

1

1

� � �b

�

n

n

j�

1

; � � � ; �

n

2 Rg;

g�en�er�ee par la base asymptotique B = fb

1

; � � � ;b

n

g de fonctions

in�nit�esimales v�eri�ant

b

1

��� � � � ��� b

n

:

Ici b ��� b

0

si b est d'une �echelle plus lente que b

0

:

b ��� b

0

, log jbj �� log jb

0

j:

Exemple

B = fx

�1

; e

�x

g et S

B

= fx

�

e

�x

j�; � 2 Rg.

D�eveloppement en transs�erie

�

Ecriture totale non archim�edienne :

f =

X

�

1

;��� ;�

n

f

�

n

;��� ;�

1

b

�

1

1

� � �b

�

n

n

�

Ecriture r�ecursive lexicographique :

f =

X

�

n

f

�

n

b

�

n

n

;

f

�

n

=

X

�

n�1

;�

n

f

�

n

;�

n�1

b

�

n�1

n�1

;

.

.

.

f

�

n

;��� ;�

2

=

X

�

1

;��� ;�

n

f

�

n

;��� ;�

2

b

�

1

1

:
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Repr�esentations exactes

Repr�esentations exactes

Repr�esentations exactes

Repr�esentations exactes

�

Eviter des annulations ind�e�nies

D�evelopper lexicographiquement

f =

1

1� x

�1

� e

�x

�

1

1� x

�1

(x!1)

par rapport �a e

�x

puis x

�1

. Garder les repr�esentations exactes

des coe�cients du d�eveloppement en e

�x

.

Probl�eme des constantes

Richardson : le probl�eme du test �a z�ero pour les constantes exp-

log modulo se r�eduit �a la CdS :

Conjecture. (Schanuel) Si �

1

; � � � ; �

n

2 C sont Q-lin�eairement

ind�ependants, alors

tr deg

Q

Q[�

1

; � � � ; �

n

; e

�

1

; � � � ; e

�

n

] > n:

Germes en +1

vdH : le probl�eme du test �a z�ero asymptotique pour les fonctions

exp-log en +1 se r�eduit au probl�eme des constantes.

Th�eor�eme. (vdH) Il existe un algorithme de d�eveloppement

pour les fonctions exp-log modulo la conjecture de Schanuel.

7



Bases normales

Bases normales

Bases normales

Bases normales

Une base normale est une base asymptotique B = fb

1

; � � � ;b

n

g

v�eri�ant

� b

1

= log

�1

l

x = log

�1

l fois

� � � logx ;

� log b

i

2 R[[b

1

; � � � ;b

i�1

]], pour tout i > 2,

o�u x!1.

Exemple

B

1

= flog

�1

x; x

�1

; x

�x

; exp

�

�x

x

1�x

�1

�

g

est une base normale.

B

2

= fx

�1

; e

�e

x

g

et

B

3

= fx

�1

; e

�x+e

�x

2

; e

�x

2

g

ne sont pas des bases normales.
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D�escription algorithme

D�escription algorithme

D�escription algorithme

D�escription algorithme

La classe G

B

, o�u B = fb

1

; � � � ;b

n

g

� Constantes dans Q.

�

�

El�ements de S

B

.

� +;�; �; =.

� log pour des arguments c avec lim c 2 R

+

�

.

� exp pour des arguments born�es.

Note : les �el�ements de G

B

se d�eveloppent naturellement

en transs�eries dans R[[b

1

; � � � ;b

n

]].

f

Base normale B

R�e�ecriture g 2 G

B

de f

n

D.L. de f �a l'ordre n
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L'algorithme expand

L'algorithme expand

L'algorithme expand

L'algorithme expand

Entr

�

ee : expression exp-log f .

Sortie : base normale e�ective B et r�e�ecriture g 2 G

B

de f .

Cas f 2 Q ou f = x

Retourner f .

Somme, di��erence, produit, quotient

Disons f = f

1

�f

2

. Retourner expand(f

1

)�expand(f

2

).

Logarithme f = log f

1

Soit g

1

= expand(f

1

).

�

Ecrire

g

1

= b

�

1

1

� � �b

�

n

n

(c+ ") (" �� 1):

Si �

1

6= 0, rajouter log

�1

b

�1

1

�a B. Retourner

log g

1

= �

1

logb

1

+ � � ��

n

logb

n

+ log(1 + "):

Note : B est une base normale e�ective )

d�eveloppements pour log b

1

; � � � ; log b

n

.
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Exponentielle f = exp f

1

Soit g

1

= expand(f

1

). Si g

1

est born�ee, retourner exp g

1

.

Sinon, tester si g

1

� logb

i

pour un certain i.

Cas 1 : g

1

� log b

i

�

Ecrire g

1

= � logb

i

+ (g

1

� � logb

i

). Retourner

e

g

1

= b

�

i

expand(e

g

1

�� log b

i

):

Cas 2 : 8i g

1

6� log b

i

Moralement : on rajoute e

�jg

1

j

�a B et on retourne

e

g

1

= (e

�jg

1

j

)

�sign g

1

:

D�eveloppement de g

1

par rapport aux b

i

2 B avec b

i

��� e

�jg

1

j

?

M�ethode : �ecrire g

1

= g

+

1

+ g

�

1

et

e

g

1

= e

g

+

1

e

g

�

1

;

avec g

+

1

= [b

0

j

]g

1

et faire g

1

:= g

b

j

1

, pour j = n; n� 1; � � �

tant que la condition n'est pas v�eri��ee.

Terminaison

Dans boucle du cas 1 : l'indice i d�ecrô�t, pendant que B reste

invariant.
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Exemple 1

Exemple 1

Exemple 1

Exemple 1

f =

1

1� x

�1

� e

�x

�

1

1� x

�1

:

Initialisation : B = fb

1

; � � � ;b

n

g := fx

�1

g.

e

�x

: puisque �x 6� log b

1

, insertion e

�x

 B et e

�x

= b

2

, d'o�u

B := fx

�1

; e

�x

g:

f se r�e�ecrit

f =

1

1� b

1

� b

2

�

1

1� b

1

:

D�eveloppement de f

On d�eveloppe d'abord par rapport �a b

2

:

f =

�

1

1� b

1

�

1

1� b

1

�

+

b

2

(1� b

1

)

2

+

b

2

2

(1� b

1

)

3

+ � � � :

L'annulation (1 � b

1

)

�1

� (1 � b

1

)

�1

= 0 est d�etect�ee symboli-

quement.

Transs�erie pour f

f = e

�x

+ 2x

�1

e

�x

+ 3x

�2

e

�x

+ � � �

+ e

�2x

+ 3x

�1

e

�2x

+ 6x

�2

e

�2x

+ � � �

+ e

�3x

+ 4x

�1

e

�3x

+ 10x

�2

e

�3x

+ � � �

+ � � � :
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Exemple 2

Exemple 2

Exemple 2

Exemple 2

f = log log(xe

xe

x

+ 1)� exp exp(log log x+

1

x

)

Initialisation : B = fb

1

; � � � ;b

n

g := fx

�1

g.

e

x

: puisque x 6� logb

1

, insertion e

�x

 B et e

x

= b

�1

2

, d'o�u

B := fx

�1

; e

�x

g:

e

xe

x

: test xe

x

= b

�1

1

b

�1

2

� log b

2

= �b

�1

1

= �x ?

Non, donc e

�xe

x

 B et

B := fx

�1

; e

�x

; e

�xe

x

g:

log(xe

xe

x

+ 1) : on a xe

xe

x

+ 1 = b

�1

1

b

�1

3

+ 1.

L'exposant b

1

dans b

�1

1

b

�1

3

est non nul, donc log

�1

x B.

On obtient

B := flog

�1

x; x

�1

; e

�x

; e

�xe

x

g

et

log(xe

xe

x

+ 1) = b

�1

2

b

�1

3

+ b

�1

1

+ log(1 + b

2

b

4

):

log log(xe

xe

x

+1) : trait�e de fa�con analogue. B reste invariant et

log log(xe

xe

x

+1) = b

�1

2

+b

�1

1

+log[1+b

2

b

3

[b

�1

1

+log(1+b

2

b

4

)]]:
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log x : logx = b

�1

1

.

log logx : Insertion log

�1

log x B ;

B := flog

�1

log x; log

�1

x; x

�1

; e

�x

; e

�xe

x

g:

exp(log log x+ x

�1

) : log logx+ x

�1

= b

�1

1

+ b

3

!1.

On a b

�1

1

� log b

2

, d'o�u :

exp(log log x+

1

x

) = b

�1

2

e

b

3

;

avec b

3

! 0.

exp exp(log logx+ 1=x) : b

�1

2

e

b

3

� log b

3

et

exp exp(log log x+

1

x

) = b

�1

3

exp[b

�1

2

expb

3

� b

�1

2

];

avec b

�1

2

expb

3

� b

�1

2

! 0.

On obtient

f = �

log

2

x

2x

�

logx

2x

�

log

3

x

6x

2

�

log

2

x

2x

2

+O

�

log x

x

2

�

.

Plus pr�ecisement :

f = b

�1

3

+ b

�1

2

+ log[1 + b

3

b

4

[b

�1

2

+ log(1 + b

3

b

5

)]]

� b

�1

3

exp[b

�1

2

expb

3

� b

�1

2

];

avec

B = flog

�1

log x; log

�1

x; x

�1

; e

�x

; e

�xe

x

g:
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II : Une conjecture de Hardy

II : Une conjecture de Hardy

II : Une conjecture de Hardy

II : Une conjecture de Hardy

D�e�nition L-fonction

Une L-fonction est une fonction construite �a partir de R; x par

+;�;�; =, les fonctions alg�ebriques, exp et log.

La conjecture de Hardy

Il n'existe pas de L-fonction f telle que

f � (logx log logx)

inv

pour x!1.

D�emonstrations donn�ees par

� VdH : th�ese.

� Macintyre, Marker, van den Dries : papier �a parâ�tre.

Nous utilisons sans preuve

� L'inverse fonctionnelle de x log x n'est pas �egal �a une L-

fonction (Liouville 1838).

� Toute L-fonction est une transs�erie convergente ainsi que

l'inverse fonctionnelle de logx log logx (th�ese).
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D�ecompositions de transs�eries

B : base normale B = fb

1

; � � � ;b

n

g.

f : transs�erie dans R[[b

1

; � � � ;b

n

]].

D�ecomposition canonique de f :

f = f

"

+ f

c

+ f

#

;

avec

f

"

=

X

1 �� c2S

B

f

c

c =

=

X

�

n

<0

f

�

n

b

�

n

n

+ � � �+

X

�

1

<0

f

0;��� ;0;�

1

b

�

1

1

;

f

c

= f

0;��� ;0

f

#

=

X

1 �� c2S

B

f

c

c =

=

X

�

n

>0

f

�

n

b

�

n

n

+ � � �+

X

�

1

>0

f

0;��� ;0;�

1

b

�

1

1

:

D�ecompositions de L-fonctions

Si f est une L-fonction, alors de même pour f

"

; f

c

et f

#

.
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Inversion fonctionnelle de x log x

1. On �ecrit

x logx = exp � exp �

�

x+ log

�

1 +

x

e

x

��

� log � log;

donc on se ram�ene au probl�eme de l'inversion de

g = x+ log

�

1 +

x

e

x

�

:

2. On cherche l'inverse sous la forme f = x+ ", d'o�u

g � (x+ ") = g + g

0

"+

1

2

g

00

"

2

+ � � � = x:

On r�esoud de proche en proche :

x+

x

e

x

+ � � �+ "(1 + � � � ) + � � � = x) f = x�

x

e

x

+ � � �

Ensuite

x+

x

e

x

�

x

2

2e

2x

+� � �+

�

1 +

1� x

e

x

+ � � �

�

�

�

x

e

x

+ ~" + � � �

�

+� � � = x;

d'o�u

f = x�

x

e

x

�

x

2

2e

2x

+

x

e

2x

� � � 2 R[[x

�1

; e

�x

]]:

3. On remonte :

e

f

= e

x

�

1�

x

e

x

+

x

e

2x

+ � � �

�

2 R[[x

�1

; e

�x

]]

et

e

e

f

= e

e

x

�x

�

1 +

x

e

2x

+ � � �

�

2 e

e

x

�x

R[[x

�1

; e

�x

]]:

En�n

(x logx)

inv

=

x

log x

�

1 +

log log x

log

2

x

+ � � �

�

:
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D�emonstration de la conjecture

D�emonstration de la conjecture

D�emonstration de la conjecture

D�emonstration de la conjecture

Nous constatons d'abord que pour f; g > 0

f � g , (log f)

"

= (log g)

"

:

Supposons que (log x log log x)

inv

soit une L-fonction.

Alors il en est de même pour

log(logx log log x)

inv

= (x logx)

inv

et (en d�eveloppant (x logx)

inv

utilisant expand par rapport �a une

base normale B � flog

�1

log x; log

�1

x; x

�1

g) pour

[(x logx)

inv

]

"

:

Or

(x log x)

inv

2

x

logx

R[[ log

�1

2

x; log

�1

x]];

donc en particulier

[(x logx)

inv

]

"

= (x log x)

inv

;

Donc (x logx)

inv

est une L-fonction, ce qui contredit le th�eor�eme

de Liouville.

Plus g�en�eralement

Si 0 < f �� 1 n'est pas une L-fonction, alors exp

r

f n'est pas

asymptotique �a une L-fonction pour tout r su�samment grand.

Exemple : exp

R

e

x

2

n'est pas asymptotique �a une L-fonction.
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