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Motivation

Asymptotique automatique et transséries
— Asymptotique de phénomenes fortement non linéaires.

— Théorie systématique.
— Théorie effective = accent sur les aspects algébriques.

— Propriétés analytiques via resommation.

Exemples
— Asymptotique de I'inverse fonctionnelle de xe” pour x — oo.

Intervient dans I’étude des nombres de Bell.
— Résolution asymptotique d’équations différentielles non
linéaires comme
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Historique abrégé

Théorie
— Newton (£ 1670): séries formelles, polygone de Newton.

— Puiseux, Briot, Bouquet, Fine, Smith (1850-1900) : méthode

des polygones de Newton, extensions et raffinements.

— Hardy (1910-1911): Echelles générales, fonctions exp-log,
corps de Hardy.

— Ecalle (1990—*) : Transséries et resommation.

Algorithmes
— Shackell (1990—*): formes imbriquées de fonctions exp-log.

Exemple:

lo 39c w+o
610g2 xee g ( + (1))

— Shackell (1991): développements de fonctions exp-log et de

fonctions liouvilliennes (algorithme incomplet).

— Gonnet, Gruntz (1992): développements de fonctions exp-
log.

— Richardson (1992-1996): constantes exp-log.

— Salvy, Gruntz (1990-1996) : implantations en MAPLE.



Plan

1. fonctions exp-log

2. conjecture de Hardy



I: fonctions exp-log

Une fonction exp-log est une fonction f construite a partir de Q,
x par +,—, X, /,exp et log. But: trouver le développement de f
pour x — oo (si f y est définie).

Les problemes
— Trouver la bonne échelle.

— Eviter les annulations indéfinies:

1 1
le—a:_l— 11—z (@ = c0).




Echelles asymptotiques

Définition échelle asymptotique

SB:{6?16gn|al, ,an ER},

générée par la base asymptotique B = {61, -, 6,,} de fonctions

infinitésimales vérifiant
61 <K -+ <K By,
Ici 6 <K 6’ si 6 est d’une échelle plus lente que 6':

6 <« 6 < logl|6| < log|o’|.

Exemple
B ={z71,e7%} et Sp = {z% *|a, B € R}.

Développement en transsérie

Ecriture totale non archimédienne:

F= ) fana050 60"
e

Ecriture récursive lexicographique:
— E Ay .
f - fOén 67’L I

Qpy —
fa” - Z fanvo‘n—l6n—11 3

fOén7-..,052 — Z fOén,"',Oz26?l°



Représentations exactes

Eviter des annulations indéfinies

Développer lexicographiquement

1 1
le—:c_l— C1—g! (@ = o0)

par rapport & e~ % puis z~!. Garder les représentations exactes

des coeflicients du développement en e~*.

Probleme des constantes
Richardson: le probleme du test a zéro pour les constantes exp-

log modulo se réduit a la CdS:

Conjecture. (Schanuel) Siaq,---,a, € C sont Q-linéairement

indépendants, alors

an

trdegg Qlai, -, ay,, e, -, e ] > n.

Germes en +0o0
vdH : le probleme du test a zéro asymptotique pour les fonctions

exp-log en +o0o se réduit au probleme des constantes.

Théoreme. (vdH) Il existe un algorithme de développement

pour les fonctions exp-log modulo la conjecture de Schanuel,



Bases normales

Une base normale est une base asymptotique B = {64, - -

vérifiant

— 01 = logl_1 z = log™* Lo log x ;

— log6; € R[67;---;6;_11, pour tout ¢ > 2,
ou x — 0O.
Exemple

B = {log_1 z,x a7 exp (1:£i1>}

est une base normale.

et

2

2
B3 — {x—l,e—x—l—e ,e—x }

ne sont pas des bases normales.

76"’L}



Deéscription algorithme

La classe &g, ou B = {64,---,0,}
— Constantes dans Q.
— Eléments de S B.
— +,—, /.
— log pour des arguments ¢ avec limc € R .

— exp pour des arguments bornés.

Note: les éléments de &p se développent naturellement

en transséries dans R[[6¢;--- ;06,1.

n

|

Base normale B

Réécriture g € &p de f

|

D.L. de f a 'ordre n




L’algorithme expand

ENTREE : expression exp-log f.
SORTIE : base normale effective B et réécriture g € &g de f.

Cas feQou f==x

Retourner f.

Somme, différence, produit, quotient
Disons f = fiOf>. Retourner expand(f;)dexpand(fs).

Logarithme f = log f;
Soit g; = expand(f;). Ecrire

g1 =06{"---65"(c+e) (¢ x1).
Si ap = 0, rajouter log™* 61_1 a B. Retourner
loggy = ajlog6y + - -y, log 6,, + log(1 + ¢).

Note: B est une base normale effective =

développements pour log 61, --- ,log 6,,.
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Exponentielle f = exp f;
Soit gy = expand(fi). Si g1 est bornée, retourner exp g;.

Sinon, tester si g1 < log 6; pour un certain .

Cas 1: ¢; <logb;
Fcrire g1 = Alog6; + (g1 — Alog 6;). Retourner

A —Alog6;
el = 6. expand (e’ 821,

Cas 2: Vi ¢, % log6;

Moralement : on rajoute e~ 1911 & B et on retourne

et = (e~ |91 |)—Sign g1

Développement de g; par rapport aux 6; € B avec 6; <K e 19117
Méthode : écrire g; = gi" + g, et

+ —
egl — eg]_ eg]_ ,

avec g7 = [69]91 et faire g1 := gfj, pour j =n,n—1,---

tant que la condition n’est pas vérifiée.

Terminaison
Dans boucle du cas 1: l'indice ¢ décroit, pendant que B reste

ivariant.
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Exemple 1

;o 1 1

[ 1 —z— 1

Initialisation: B = {6,---,6,} := {x~1}.

e~ : puisque —x % log 61, insertion e=* ~+ B et e7% = 65, d’ou
B:={z"t e "}

f se réécrit

1 1

f:1—@—62_1—@'

Développement de f
On développe d’abord par rapport a 65 :

f=(— Ly, & &,
- \1-6; 1-6 (1-61)2  (1—-16,)3

L’annulation (1 —61)"! — (1 — 61)~! = 0 est détectée symboli-

quement.

Transsérie pour [

e + 2z e 3z %7 -

—
|

6_2x _|_ 333—16—233 _|_ 633—26_233 _|_ ..

6—3$ _|_ 43;,—16—3% _|_ 103;,—26—3% _|_ . e

+ 4+ +
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Exemple 2

x 1
f =loglog(ze®™® + 1) — expexp(loglogz + —)
T

Initialisation: B = {6,---,6,} := {x~1}.
e’ : puisque x X log 61, insertion e™* ~~ B et e* = 62_1, d’ou

B:={z71 e "}

6" : test xe® = 61_162_1 = log 69 = —61_1 = —x7

Non, donc e™*¢ ~» B et

B:={z7t e " e},

log(ze® +1): onaze®™ +1=067"65"+1.
L’exposant 6; dans 61_16:;1 est non nul, donc log™! z ~~ B.
On obtient

B:={log7tz,z7t e % e}

et
log(ze®™ 4+ 1) = 651651 4+ 67" + log(1 + 6264).

log log(aze‘”em + 1) : traité de fagon analogue. B reste invariant et

loglog(ze™ +1) = 651467 +log[146565[67 * +1og(146564)]].
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logx: logx = 61_1.
loglog z : Insertion log™ ! logz ~ B;

B :={log ' logz,log™ 7t e7®, 72 ]

exp(loglogz + 27 1) : loglogz + 2~ = 6] 4 63 — oo.
On a 61_1 = log 65, d’oti:

exp(loglogz + ) = 65 '€,
avec 03 — 0.
exp exp(loglogz + 1/x): 62_1663 < log 63 et
X ')

exp exp(loglog z + %) — 6; ' exp[6; ' exp 63 — 6,

avec 62_1 exp 63 — 62_1 — 0.

On obtient

log?xz logx log®x log’wx log x
j logiz logz log'z log +O(g>

I

2x 2x 62 212

Plus précisement :

f = 65" +65" +log[l + 636465 + log(1 + 6365)]]
— 63?1 exp[62_1 exp 03 — 62_1],

avec

B = {log tlogx,log™  z,z 7, e e 1,
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I1: Une conjecture de Hardy

Définition L-fonction
Une L-fonction est une fonction construite a partir de R,z par

+,—, X, /, les fonctions algébriques, exp et log.

La conjecture de Hardy

Il n’existe pas de L-fonction f telle que
f =< (logzloglogz)™"

pour r — oO.

Démonstrations données par
— VdH : thése.

— Macintyre, Marker, van den Dries: papier a paraitre.

Nous utilisons sans preuve
— L’inverse fonctionnelle de zlogxz n’est pas égal a une L-

fonction (Liouville 1838).

— Toute L-fonction est une transsérie convergente ainsi que

'inverse fonctionnelle de log z loglogx (these).
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Décompositions de transséries
B: base normale B = {6, ,6,,}.
f: transsérie dans R[[67;--- ;6,1.

Décomposition canonique de f :
f=fr+fe+

avec

1 K uesSg
= D FaB e D foe 0BT
o, <0 a1 <0
o = Jo.o0
o= ), fou=
1% ueSg
— Z fan 62” —|_ oo —|_ Z va"'707a16?1°
o, >0 a1 >0

Décompositions de L-fonctions

Si f est une L-fonction, alors de méme pour f7T, f¢ et f+.
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Inversion fonctionnelle de zlog x

On écrit
x
xlogx = expoexpo (:13 + log (1 4 —)) o log o log,
eac
donc on se rameéne au probléeme de 'inversion de

x
gza:—l—log(l—l——).
eac

On cherche 'inverse sous la forme f = x + ¢, d’ou

go(r+e)=g+ge+39"e+ - =z
On résoud de proche en proche:
x x
33_|_e_x_|_..._|_5(1_|_...)_|_...:xif:x_e_x_|_...
Ensuite
x 2 — x
T —— 55T —I-(l—l- + ) (———|-€—|- >—|- =,
et 2es? e’ e’
d’ou ,
x x x 1 —g
f= _e_x_Zezx—l_e?fE e R[x™ ;e "1
On remonte:
ef_6$<1_£_|_7_|_>€R[[33_1,6_m]]
e’ e="
et
e = T (1 + -+ ) € e’ T"RIz7 Y e "]
eac
Enfin o]
Inv L og log x
x log x — 1
( g ) logflf( logzaj )
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Démonstration de la conjecture

Nous constatons d’abord que pour f,g > 0

f=<ge (logf)T = (logg)".

Supposons que (log z loglog x)"" soit une L-fonction.

Alors il en est de méme pour

log(log z loglog )™ = (xlog x)"™"

et (en développant (z log z)™" utilisant expand par rapport & une

base normale B D {log™"logz,log™" z,z7'}) pour

(loga)™]1.

I

zlog z)™ € R log, * z:log™ ! 21,
(zlog 8 g

log x

donc en particulier

[(zlogz)™"]" = (zlogz)™,

Donc (zlog )™ est une L-fonction, ce qui contredit le théoréme

de Liouville.

Plus généralement
S1 0 < f » 1 n’est pas une L-fonction, alors exp, f n’est pas

asymptotique a une L-fonction pour tout r suffisamment grand.

Exemple: exp [ e®” nest pas asymptotique a une L-fonction.
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