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e Intégration d’'équations différentielles

F'(z) convergent en 0. Calculer F'(¢) avec beaucoup de décimales.

e Intégration d'équations aux dérivées partielles
F. (z)=®(F(z), F.,(z),...,2)

F(z) convergent en 0. Calculer F'(e) avec beaucoup de décimales.

e Equations de la combinatoire

Enumere les alccols de la forme C,,Hs,, . 1OH.



L'approche zélée

Multiplication de séries formelles

_ n—1
Entrée : f=Jot +fn—12n_1
g=got+ -+ gn-1%2

Sortie : h=ho+ -+ hp_12"" 1= fg+O(z").

Algorithmes classiques de multiplication
e Multiplication naive en O(n?).
e Diviser pour régner en O(n'°823),

e Multiplication F.F.T. en O(nlognloglogn).



Exemple : la multiplication Karatsuba

Pour n pair, décomposer :

1

fr=fotet ot gt = gt bgn g2

= fg+"'+fn—125_1

g/]\ — g%—}_ +gn—1Z§_1

Appliquer récursivement :

fo = fro*+frgtz"+
[(fo+ M) (" +gT) = frot— gl ="/

g7 g
g* [f+ g
X | fH|f7

=(f*+ M (gr+9") = frov—fTg"




Autres opérations

Algorithme Temps Espace
Multiplication nlog nloglogn n
Division M (n) n
Equations différentielles M(n) n
Fonctions holonomes n n
Composition algébrique ~ M (n)logn n
Composition générale M(n)y/nlogn nlogn
Composition char. fini M (n)logn n
Inversion — compostion 0 0

M (n) : temps pour la multiplication



Exemple : exponentielle par Newton

Logarithme

logleogfo+/f7'

Exponentiation

Pour n pair, supposons

log g — [ =0(z"?),

f=fot A fur2"
avec /21
g=go+ -+ Gnja_1%2

Alors

g=g—(ogg—1f)g

— log g — f=0(z").

Algorithme d'exponentiation en O(M (n)).



L'approche paresseuse

Principe

On consideére des séries formelles comme des flots de coefficients. Les coefficients sont calculés
un par un et a chaque étape on n'effectue que les calculs strictement nécessaires.

Implantation

Une série formelle f est un algorithme qui ne prend rien en entrée et qui rend son premier
coefficient fj et la série “reste” (f — fy)/ 2.

Conséquence importante

On calcule le terme h,,=(f g), du produit h = f g dés que fo,..., f et go, ..., g, SOnt connus.
En particulier, f, 11 et g,11 peuvent dépendre de hy, ..., hy,.



Exemple de |'exponentiation

Application

Calcul de I'exponentielle g =e/ d'une série f par

g:/f’g (h=1"9)

En effet
gn — [

(f/)o gn—l"‘"' + (f/)n—l 90]

Inconvenient

Plus de multiplication rapide.



|"approche détendue

Anticipation = Accélération



|"approche détendue

Anticipation = Accélération

Algorithme naif Algorithme détendu
g2 | 2 g2 | 2
g1 112 g1|1]2
go 0112 go 0/ 12
X | fol f1l[f2 X | fol f1lf2
0 ho= fogo. 0 ho= fogo.
1 hi= fog1+ f19o. 1 hi=(fo+ f1)(g0+ g1)
2 hao= fog2+ f191+ f2 90. —Jogo— J191

2 ho= fog2+ f191+ f2 g0.



Karatsuba est essentiellement détendu

La formule pour hj ne dépend que de fo, ..., fr et go, ..., g.

Exemple : multiplication a I'ordre 4

e ho= fogo;
o hi=(fo+ f1)(go+g1)— fogo— f191;
o ho=(fo+ f2) (90+g2) — fogo— f292;

o h3=(fo+ fi+ fo+ f3)(go+ g1+ 92+ 93) — (fo+ f1) (9o + g1) — (fa+ f3) (924 93) + fogo+ f1 91+
J292+ [393;

o hy=(f1+f3)(91+93)— fig1— f393;
o hs=(fo+ f3)(g92+93) — fa93— fa93;

o hg= f3g3.




Multiplication détendue rapide
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Multiplication détendue rapide

Algorithme en temps O (M (n)logn)



Peut-on améliorer la FFT ?

e La FFT présente des sauts de complexité.
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Peut-on améliorer la FFT ?

e Inefficacité en dimension supérieure.

e Soient P, Q € Clzy, ..., z4] avec deg P,deg Q) <n.

nd

o Taille des entrées : s=0(—;).

e Complexité naive: O(dn?logn) > O(slogs).



e Notations.
e R> %: effective constant ring.
o n=2P
e w € R primitive n-th root of unity.

e Definition F.F.T.

R" — R"
FFT . .
(agy ..oy an—1) — (Ggy...,dp—1)

with

n—1
a; = Z a; w=A(w")
j=0



On-line computation




On-line computation




The cross relation

e [i],: bitwise mirror of 7 at length p

e [3]5=[00011]5= [T1000]5 =24

e [26]5=[11010]5 = [01011]5 =11

Tsimos | 1 wllm Ts—1,imatj
Ts (i4+1)ms+j 1 —lisms Ts—1,(i+1)ms+j

e Direct formulas

e Cross relation

$57ims+j = (FFTwms(aj, ams+j, coey an_ms+j))[i]s

xp,i — a’[’i]p
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Transformation at length [ <n =2P

Computation

j
[y

\

Complexity

., a;—1) w.r.t. w can be computed using | p-+n additions-

Theorem. The T.F.T. of (ay,..

subtractions and [(Ip+n) /2| multiplications with powers of w.



The Truncated Fourier Transform

e Transformation at length [ <n =2P

e Computation

e Complexity

Theorem. The T.F.T. of (ag,...,a;—1) w.r.t. w can be computed using | p+n additions-
subtractions and [(Ip+n) /2| multiplications with powers of w.
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Observation on the cross relation
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The inverse T.F.T.




Inverse transformation

e Observation on the cross relation

()-( )

Ve, 0 €{0,1}: (xc, ys) determines (z1_., y1—s)

e zo=z1+wylet yo=a1—w'y
o $1:%($0+yo) et y1:%w_i (7o — o)
e zp=2x1—Yoet y1=w"(x1— yo)
o Ii=xo—w'yret yo=x0— 2wy
e The inverse T.F.T.
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Inverse transformation

e Complexity

Theorem. One may recover (aq, ..., aj—1) from its T.F.T. w.r.t. w using | p + n
additions-subtractions, [(Ip+n) /2| multiplications with powers of w and 2n shifts.



Multivariate case

e T.F.T. of (fil,-.-,’id)(h,...id)és with finite S C N

fo,s

fo,4 fi,4

fo,3 f1,3 f2,3

fo,2 fi,2 fa,2 f3,2

fo,1 fi1 fa,1 fa1 fa

fo,0 fi,0 f2,0 f3,0 fa,0 f5.0




Multivariate case

e T.F.T. of (fil,-.-,’id)(il,...id)ES with finite S C N

f(1, w?

f (1, wff(whw®

f (1, wOf (whwf(w?w

(1, w2 (whw?f(ww?f(wlw?

F(1, whf(whw F(w?wtf(wdw f(whw?

F@ D (w?, 1) (w?, 1)f (W, 1) (w®, 1)f (w?, 1
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