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< Examples

Intégration d’équations différentielles

F(z) convergent en 0. Calculer F'(¢) avec beaucoup de décimales.

Intégration d’équations aux dérivées partielles

F, (z)=®(F(z), F.,(2),...,2)

F(z) convergent en 0. Calculer F'(e) avec beaucoup de décimales.

Equations de la combinatoire

s(2)> +2s(23)

=1
s(z)=1+z 5

Enumeére les alcools de la forme C,,Hs,, +1OH.



& L’approche zélée

Multiplication de séries formelles

Entrée : e
g:go—|—_|_gn_1 Z?’L—l

Sortie : h=hg+ -+ hy,_12" 1= fg+O(2").

Algorithmes classiques de multiplication
e Multiplication naive en O(n?).
e Diviser pour régner en O(n'°823).

e Multiplication F.F.T. en O(nlognloglogn).



& Exemple : la multiplication Karatsuba

|

Cas n=2

(fot+ f12)(go+g12) =

Jogo+

[(fo+ f1) (go+91) — fogo— fig1] 2+

f19122

g1

Ji91

g0

fo 9o

fo

fi

= (fo+ f1) (go+91) — fogo— fin




U Exemple : la multiplication Karatsuba ‘

Pour n pair, décomposer :

1 1

fr = f0+""|’f%—135_ gt = 90+'°'—|—g%_127_

n_1q 21
fr = f%_{_...+fn_1z2 gt = g%+---+gn_1z2

Appliquer récursivement :

fg = ftogt+
[(f¥+ ) (v + gV — frgt— fTgl] 2"+



L% Autres opérations

Algorithme Temps

M (n) : temps pour la multiplication

Espace



Uy Exemple : exponentielle par Newton

Logarithme

f/
l%f=b&%+/j7
Exponentiation

Pour n pair, supposons

logg— f= O(z”/z),

f=fot++ fac12™
avec i
g=9go+ -+ Gnj2-1%2

Alors

g=g—(logg—1f)g

— log g — f=0(z").

Algorithme d’exponentiation en O(M (n)). |




@ L'approche paresseuse ® ‘

Principe

On considére des séries formelles comme des flots de coefficients. Les coefficients sont calculés
un par un et a chaque étape on n'effectue que les calculs strictement nécessaires.
Implantation

Une série formelle f est un algorithme qui ne prend rien en entrée et qui rend son premier
coefficient fj et la série “reste” (f — fo)/z.

Conséquence importante

On calcule le terme h,,=(f g), du produit h = f g dés que fo,..., f» €t go, ..., g, SONt connus.
En particulier, f, 11 et g,11 peuvent dépendre de hy, ..., h;,.



U Exemple de I'exponentiation

Application

Calcul de I'exponentielle g =e/ d'une série f par

g=/f’g (h=1"9)

En effet

-

Inconvenient

Plus de multiplication rapide.



L’approche détendue

Anticipation = Accélérationl




L’approche détendue 9@‘

Algorithme naif Algorithme détendu

0 ho= fo9go. 0 ho= fo go.
1 hi= fog1+ f190. 1 hi=(fo+ f1) (go+ g1)
2 ha= fog2+ f191+ f2 go. —Jfogo— f191

2 ha= fog2+ f191+ f2 g0



L5 Karatsuba est essentiellement détendu ‘

La formule pour hj ne dépend que de fo, ..., fr et go, ..., gk

Exemple : multiplication a I'ordre 4

e ho=fogo;
e hi=(fo+ f1)(go+91)— fogo— f191;
o ho=(fo+ f2) (go+92) — fogo— f292;

o hi=(fo+ fi+ fo+f3)(go+g1+92+93)— (fo+ f1) (go+ g1) — (fo+ f3) (92 + 93) + fogo+ f1 91+
fag2+ f39g3;

o ha=(fi+ f3)(g1+93)— figi— f3g3;
o hs=(fo+ f3)(g2+93) — fogz— f293;

o he= f393.




Multiplication détendue rapide
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Multiplication détendue rapide




L Exemple dans MATHEMAGIX ® ‘

Mmx] use "algebramix";

Mmx] z == series (0, 1)
z+ O(zlo)
Mmx] Bell == exp (exp z - 1)

5 5 13 203 877 23 1007
1 2 e 4 5 6 7 8 9
TR Z +62 T8% T30° T720% TH040° 2247 T 172807

Mmx] Bell[100] * 100!

+0(z17)

475853912767648336587907688413872078263636696868256114666163346375591144978924426226727\
24044217756306953557882560751



Mmx] Bell[1000] * 1000!

298990133568240842148042235389764648394739280982123050478327378889454136251232595966411 \
658725403915783006391470829869640280218022489933828810134112765748291211558117551708306\
660398388372739719716767823898008103618093192507553993252796567654352559993015297702671 \
0728161973380028169588154000757789910687867945116549253593045923371331634255154524281 58\
023672572848526122010810163863085359901454473418004554723347138640805239789602963657369\
992959320805509285616330258006275249117001495621068958977250477447758122418009373104917\
978181075782339241873128246326290959938323347817130073234836882948253268974503868173274\
105329250746138883212641380838421962022429560013149534494972442718439227419082521076522\
013469338897410704353506902420620015226978552783560120557183928515678133971254191447804 \
764791979909216020158737038207691826038367884657850935636860256902698021538024368 735308\
770067371545238952730295102387459973562922326312827737487629893860039702144238439470940\
211779897375570203697515615950033729556214118584859598133447999679601962383683370223469\
467717030602692886916940284447912039785334547594105870650225464915188712384215608259071 \
358856192217764058987710572705555814492299942157394767587858845457230622639923677500913\
196448615476584722822840058920443715875607118806277411394978188356321207615701749285296 \
9739726789955440735016128309712321104804926972765527978390070241609513282776642886501 76\
53366696304131436690232979453876337599721772897049270230544262611264917393374756384 1527\
849436079524087826126392203807914452726550044759890642763737136089016506811654674903108\
9880491682706942731096110928503554508479133942326648235995566337720151520434081 75809154 \
684899691816433410071978364814610517989956407892925801469185807037595566340194517315300\
342091892033775226683097711295661081016177274420456370981126788646543099877854633073765\
443395068782672673493481713208349719568066683040991599920673859986908203269024738867827\
81499414773179






& Séries numériques

Calcul approché des coefficients d’une série
Cf. combinatoire, analyse d'algorithmes, théorie des nombres, etc.
— ordre O(n) et précision p=0(1) ou log p=o(logn)

— certification du calcul des coefficients

Evaluation des séries

Cf. intégration de systémes dynamiques
— ordre O(n) et précision p=0(n)

— certification du calcul des restes de Taylor



%

Stabilité numérique

e Multiplication rapide numériquement instable :

(14+27542)2 s 1+ flnear[(1+27%4)2-1—-27128] ;4271282
= 1+flnear[l1 —1—27128] ;427128 ;2
— 1—2_1282“—!—2_12822

e Stabilisation numérique ou préconditionnement :

Exemple :

f(z) — f(Az)




Stabilisation numérique

Jo...6

1 2,1 3,1 4,15 1 6
z+z +4z +82 +82 +322

1
T3

8
= 2



U Exemple » ‘

Mmx] use "analyziz"

Mmx] bit_precision := 64;
Mmx] z == series (0, 1.0);
Mmx] Bell == exp (exp z - 1);
Mmx] Bell[10000]
5.59391085512067220e — 7996
Mmx] bit_precision := 128
128

Mmx] Bell == exp (exp z - 1);
Mmx] Bell[10000]
5.593910855120671590744230174368375413 — 7996
Mmx]



&> Analyse heuristique de l'erreur
Si
1/radius(f) = limsup\/|f|
n—r o0
fn — angpn
log |pn| = o(n)
et
gn = ann
10g|¢n‘ — O(n)
avec [ < «, alors
loss, = O(log ¢,)



&> Analyse heuristique de l'erreur
Si
fn — a”gpn
10g|90n‘ = 0(n)
et

avec 3 < «, alors

log |¢Yn| = o(n)

loss,, = O(log ¢,) + O(log ¥,)



U Analyse heuristique de |'erreur

Si la singularité dominante de f est algébrique,

fn ~ ca™n?

logn? = O(logn)
et

gn = B"Yn
log |tn| = o(n)

avec [ < «, alors

loss, = O(logn)



@

Analyse heuristique de l'erreur

Si la singularité dominante de f est de type

et

avec 3 <1, alors

f —sing el==

log [¢n| = o(n)

loss, = O(yv/n)



U Certification du calcul d’inverses

Probleme : dans |'arithmétique des boules, calculer

g = f
Difficulté : surestimation des erreurs
F= L=gd
fn = ciat+c2ad, |1 |=|as|=1
F = 1—2z—22

loss, = C1AT+CyA}  |A{|=1.618--

Solution : méthode de Hansen

Q o o
I
%k
NP
|
ek



U lllustration

Mmx] use "analyziz"

Mmx] bit_precision := 64;

Mmx] z series (0, ball 1.0);

Mmx] £ 1/ (1 - z + z%z);

Mmx] [ 10*n, f[10*n] || n in O to 10 ]



Mmx] Z
Mmx] F =
Mmx] [

0
10.0000000000000000
20.0000000000000000
30.0000000000000000
40.0000000000000000
50.0000000000000000
60.0000000000000000
70.0000000000000000
80.0000000000000000
90.0000000000000000
100.000000000000000

10*n, F[10%n]

0
10.0000000000000000
20.0000000000000000
30.0000000000000000
40.0000000000000000
50.0000000000000000
60.0000000000000000
70.0000000000000000
30.0000000000000000
90.0000000000000000
100.000000000000000

series (0, ball 1.0)
1/ (1 - Z + ZxZ);

1.0000000000000000
—1.0000000000000000
Oe — 16
1.0000000000000000
—1.0000000000000000
Oe — 16
1.000000000000000
—1.000000000000000
Oe — 16
1.000000000000000
—1.000000000000000

|| n in 0 to 10 ]

1.0000000000000000 |

—1.000000000000000
Oe—13
1.00000000000
—1.000000000
Oe—17
1.0000
—1.00
0e0
Oe2
Oe4

:> Series Generic;






< Certification du calcul d’exponentielles 9@‘

Probleme : dans |'arithmétique des boules, calculer

gR=Ne’
Difficulté : il n'y en a pas !
g = J(f'g)
Explication :
o= |fal
G = el

Alors g et G ont toujours le méme rayon de convergence et

souvent le méme type de singularité dominante



U Exemple

Mmx] use "analyziz"

Mmx] bit_precision := 128;

Mmx] z == series (0, 1.0);

Mmx] (exp (exp z - 1)) [10000]
5.593910855120671590744230174368375413 — 7996
Mmx] exp (1 / (1 + z)) [10000]
3.35723345734203486201374485193808768& 83
Mmx] z == series (0, ball 1.0);

Mmx] (exp (exp z - 1)) [10000]
5.5939108551206715907442301743684e — 7996
Mmx] exp (1 / (1 + z)) [10000]
3.3572334573420348620137448519381e83

Mmx]



> Majoration des restes de Taylor

Notations

f;n — f0+"'+fn—1zn_1
fri = a2+ fap1 2"
fig = fizt++ fj—1277F
Ifll, = sup[f(2)

|z|<p

Probléeme

Calcul efficace de bonnes bornes [ f,..]| , =|| fn:|| »» aprés quoi

1o = 1l ot sl o

[ fxl < TfTpp™"
) < 1”“;
p

@) < 1Laape

p



& Cas explicits

Réduction
p=1apres f(z) = f(pz) et [ f1,— ]

Polynémes

Bonnes bornes [ f.,,]| par FFT de taille O(n) sur fo,..., fr.—1, puisque

1 f:nl|[=max] fn,(2)].

|z[=1

Opérations de base

[f+glln = 1Fln+ 191
Hff—ﬂn; — %Wf—ﬂn—ls
1fglln; = |follgn; | + -+ fa-alllgn; [ + 1 s T 91l



< Equations implicites

f=Jo(f)
e Faire I'hypothése
Ifnl < B
e Calculer, utilisant les régles précédentes,
B = [[(f2(f)n
e Veérifier que
B" < B

e Si négatif, augmenter B et recommencer.

Si positif, diminuer B et recommencer jusqu'a satisfaction.



&P Exemple “» ‘
Mmx] use "analyziz";

Mmx] bit_precision := 1024;

Mmx] z == series (0, 1.0);

Mmx] Phi (f) == integrate integrate (-sin f);

Mmx] f == fixed_point_series (Phi, 1.0);

Mmx ]

£[1000]

—8.151036903037191635308965887924949067320686396286871519560072753928842459835467337381\
841724091721886359286966731702022879656056777007594270945800022233430327803877078736981 \
091722811682700640914548511999768553392664879205569776595301843985249714026467796296877\

11042067009379057646500615918239342338336407684 — 444

Mmx ]
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