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Complexités fondamentales

I(n): complexité pour multiplier deux entiers de n chiffres

MK(n): complexité pour multiplier deux polynômes dans K[x] de degrés <n

rω: complexité pour multiplier deux matrices r× r

Opérations plus complexes

Division dans Z O(I(n))
PGCD dans Z O(I(n) log n)
Division dans K[X ] O(MK(n))
PGCD dans K[X] O(MK(n) log n)
Inverse d’une matrice r× r O(rω)

Multiplication de matrices r× r d’entiers (n≫ r) O(I(n) r2)
Multiplication de matrices r× r d’entiers (r≫n) O(n rω)
Racine polynôme dans C[X ], précision p≫n O(I(n p) log n)
Exponentielle avec une précision de n chiffres O(I(n) log n)
Matrices de Stokes d’une fonction holonôme sur Q̂ O(r2 I(n) log3n)
Etc.



Modèles de calcul

Machines de Turing

Machines de Turing avec un nombre fini de bandes [Papadimitriou 94]

Autres modèles pour la complexité binaire

• Opérations sur des nombres de log n bits pour un coût O(1)
• Random access machine (RAM)

« Straight Line Programs » (SLPs)

Graphes acycliques, programmes sans branchements [Bürgisser–Clausen–Shokrollahi 97]

Autres modèles algébriques

• Machines de Turing avec des entrées dans des structures S [Friedman 69]
• Machines BSS [Blum–Shub–Smale 89]



Multiplication des entiers, histoire succincte

Date Auteurs Complexity

<3000 aJC Unknown O(n2)

1962 Karatsuba O(nlog 3/log 2)

1963 Toom O(n 25 logn/log 2
√

)

1966 Schönhage O(n 2 2logn/log 2
√

(log n)3/2)

1969 Knuth O(n 2 2logn/log 2
√

log n)

1971 Schönhage–Strassen O(n log n log log n)

2007 Fürer O
(

n log n 2O(log∗n)
)

2014 Harvey–vdH–Lecerf O(n log n 8log
∗n)

log∗ x := min {k ∈N: log◦kx6 1},
log◦k := log ◦ ···

k×
◦ log.



Multiplication par évaluation-interpolation

Kronecker

971362651726262537182735 = 971362X3+ 651726X2+ 262537X + 182735

X = 1000000

Évaluation-interpolation

P (x0), ..., P (xN−1)

Q(x0), ..., Q(xN−1)

PQP , Q∈K[X]

Évaluation Interpolation

Multiplication

Multiplication interne

(PQ)(x0), ..., (PQ)(xN−1)



Transformation de Fourier discrète rapide (DFT)

Définition

ω ∈K racine primitive N -ième d’unité, avec N ∈ 2N

DFTω(P0, ..., PN−1) = (P (1), P (ω), P (ω2), ..., P (ωN−1))

Correspond à évaluer P =P0+ ···+PN−1X
N−1 en des points xi=ωi

Transformation inverse

DFTω
−1 =

1

N
DFTω−1

Interpolation  évaluation

Variantes

• K=Cb: DFT complexe, point fixe complexe avec une précision de b bits

• K=Fp, DFT modulaire, avec p un nombre premier de la forme k 2N ± 1 [Pollard 71]

• K=L[Y ]/
(

Y 2N ± 1
)

, DFT synthétique, à la Schönhage–Strassen



Transformation de Fourier discrète rapide (II)

lgN

N

Côut d’une DFT : 1

2
N lgN « papillons »  O(N lgN) opérations dans K

DFT complexe N ≍n/lg n MK(1)=O(I(lg n)) I(n)=O(n lg n I(lg n)+n lg n)

DFT modulaire N ≍n/lg n MK(1)=O(I(lg n)) I(n)=O(n lg n I(lg n)+n lg n)

DFT synthétique N ≍ n
√

papillon  O( n
√

) I(n)=O(n lg n n
√

+ n
√

I( n
√

))
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Variantes de la transformation de Fourier discrète

Permutation

Permutation

Permutation

i
−i

1
−1

−ω
2ω

2

ω
−ω



Variantes de la transformation de Fourier discrète

Permutation + twiddle

Permutation + twiddle

Permutation + twiddle

1
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1
−1

1
−1

−1
1



Variantes de la transformation de Fourier discrète

Permutation + twiddle
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Papillons géants

NR≈ lgN

lg lgN
lgR≈

lgN

Dessin légèrement trompeur : on aurait dû avoir 16 papillons sur chaque ligne



Multiplication rapide d’entiers

Algorithme de Fürer

Coefficients dans R=Cb[X]/(XR/2+1)

Existence d’une racine ω « principale » d’unité d’ordre N , avec ω2N/R=X

Papillons géants (taille R× lgR) rapides, mais twiddling lent  multiplications dans R

I(n) = O

((

N

R

lgN

lgR

)

· (bR lgR)

)

+O

((

N

R

lgN

lgR

)

·MCb
(R)

)

I(n)
n lg n

= O(1)+O

(

I(Rb)

(Rb) lg (Rb)

)

(R≈ b≈ lg n)

I(n) = n lg n 2O(log∗n)

Nouvel algorithme

DFT ordinaire, mais accélération des papillons géants

DFT de taille R× lgR sur Cb  
Bluestein

O(MCb[X](R))  
Kronecker

O(I(Rb))

Papillons géants plus lents, mais twiddling plus rapide

DFT ordinaire ⇒ multiplication interne plus efficace (application : matrices entières)



Convolutions cycliques ∼ DFTs

Convolution cyclique  DFT

P , Q∈K[X ]/(Xn− 1), n∈ 2N
>

, ω racine primitive n-ième d’unité

((PQ)0, ..., (PQ)n−1) = DFTω
−1(DFTω(P0, ..., Pn−1)DFTω(Q0, ..., Qn−1))

DFT  Convolution cyclique [Bluestein 70]

On suppose η ∈K tel que η2=ω.

fi := ηi
2

, gi := η−i2

fi+n= η(i+n)2= ηi
2+n2+2ni= ηi

2

ω
(n

2
+i

)

n
= fi, gi+n= gi

Alors ωij= fi fj gi−j, donc pour tout a∈Kn :

âi=DFTω(a)i=
∑

j=0

n−1

ajω
ij= fi

∑

j=0

n−1

(aj fj) gi−j

On reconnaît une convolution cyclique



Analyse de complexité

Fonction logarithmiquement lente

Fonction Φ: [x0,∞)→R telle qu’il existe ℓ∈N avec

(log◦ℓ ◦Φ ◦ exp◦ℓ)(x) = log x+O(1) (x→∞).

Exemples : Φ(x)= log x, Φ(x)= log2x, Φ(x)= (log x)log log x, Φ(x)= ee
2014log log log x

Itérateurs [voir aussi Écalle 92, Schmeling 01]

Φ∗(Φ(x)) = Φ(x)− 1

Φ∗(x) = min {k ∈N: Φ◦k(x)6 σ}.

Lemme. Φ logarithmiquement lente, Φ∗ itérateur de Φ. Alors

Φ∗(x) = log∗x+O(1)

Lemme. Φ logarithmiquement lente. Constantes K,B,L, ℓ et fonction T telle que

T (x) 6 K

(

1+
B

log◦ℓx

)

T (Φ(x))+L.

Alors T (x)=O(K log∗n).
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Lemme. Φ logarithmiquement lente, Φ∗ itérateur de Φ. Alors

Φ∗(x) = log∗x+O(1)

Lemme. Φ1, ..., Φk logarithmiquement lentes. Constantes K, B, L, ℓ, c1 + ··· + ck = 1 et

fonction T telle que

T (x) 6 K

(

1+
B

log◦ℓx

)

(c1T (Φ1(x))+ ···+ ckT (Φk(x)))+L.

Alors T (x)=O(K log∗n).



Quelle approche donne l’algorithme le plus rapide ?

Nous avons différentes méthodes pour démontrer

I(n) = O(n lg nK log∗n).

Quel est le meilleur K possible ?

Fürer, après optimisation : K = 16 (?)
Nous, après optimisation : K =8

Ingrédients

• Multiplication dans Z  multiplication dans (Z/(2n− 1)Z)[i].

• Un argument fréquemment partagé dans appels récursifs  2 DFTs au lieu de 3.

• Convolution de longueur N avec coefficients de b bits  sorties de taille 2 b+O(lgN ).

Prendre b≍ (lg n)2 au lieu de b≍ lg n améliore le ratio (2 b+O(lgN ))/b.

• Augmentation R≈ lgN  R≈ (lgN )lg lgN+O(1).

Coût Bluestein–Kronecker ≫ coût twiddling et autres.



Peut on faire mieux ?

D’où vient le coût ?

a) Facteur 2 pour segmentation Kronecker (Z[i] Cb[X ], découpage en morceaux de b

2
bits)

b) Facteur 2 pour DFT directe et inverse
c) Facteur 2 pour substitution de Kronecker (Cb[X]/(XR− 1) Z/(22bR− 1)Z)

Nombres premiers de Fermat

Et si, si, si , s’il y avait suffisamment de nombres premiers de la forme p=22
k

+1
Approche de Fürer pour K=Fp (et optimisée) donne K =4
Malheureusement, p=216+1 est le plus grand tel nombre connu

Nombres premiers de Mersenne

Conjecture 1. Soit πm(x)= {p6 x: p=2q − 1, p premier , q premier }. Alors ∃a< b,

a log log x<πm(x)<b log log x

Algorithme de Crandall–Fagin

Multiplication Fp[i][X ]/(XM − 1)  Fp′[i][X,Y ]/(XM − 1, Y N − 1), p′≪ p

Conjecture 1 ⇒ K =4



Multiplication dans Fq[X ] et dans K[X]

Kronecker : MFp
(n)=O(I(n log p)) si log n=O(log p)

Schönhage–Strassen : MFq
(n)=O(n log n log log nMFq

(1)) si charFq> 2

Schönhage : MFq
(n)=O(n log n log log nMFq

(1)) pour tout q

Cantor–Kaltofen : pour tout K-algèbre A, MA

alg(n)=O(n log n log log n)

Kronecker : MF
pk
(n)≍MFp

(k n), modulo O(kn log p) operations

Théorème. On a, de façon uniforme en p :

Mp(n) = O
(

(n log p) log(n log p) 8log
∗(nlog p)

)

Théorème. Modulo « conjectures vraisemblables », on a de façon uniforme en p :

Mp(n) = O
(

(n log p) log(n log p) 4log
∗(nlog p)

)

Théorème. Soit A un Fp-algèbre. Alors MA

alg(n) = O(n lg n 8log
∗n), uniformément en A.

En outre, on n’a besoin que de O(n 4log
∗n) multiplications (non scalaires) dans A.



Éléments de la démonstration

1. Multiplication dans Fp[X]  multiplication dans Fpk[X ]

2. k tel que Fpk[X] admet une racine primitive ω d’unité d’ordre N élevé et « friable »



3. Écrire N =N1 ···Nr avec N1, ..., Nr « maîtrisés » et utiliser Bluestein-Kronecker

Pari] factor (2^60 - 1)
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Pari] factor (7^60 - 1)
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Pari] factor (2^210 - 1)
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Pari] factor (37^60 - 1)
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