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Complexités fondamentales

|(n): complexité pour multiplier deux entiers de n chiffres
M (n): complexité pour multiplier deux polynémes dans IK|x| de degrés <n

r“: complexité pour multiplier deux matrices r x r

Opérations plus complexes

Division dans 7Z O(l(n))

PGCD dans Z O(l(n)logn)
Division dans K[.X] O(Mgk(n))
PGCD dans K[X] O(Mx(n)logn)
Inverse d'une matrice r x r O(rv)
Multiplication de matrices r x r d’entiers (n>>r) O(I(n) r?)
Multiplication de matrices r x r d'entiers (r > n) O(nrv)

Racine polynéme dans C[X], précision p=>>n O(l(np)logn)
Exponentielle avec une précision de n chiffres O(I(n) logn)
Matrices de Stokes d'une fonction holonéme sur @  O(r21(n) log® n)

Etc.



Modeéles de calcul

Machines de Turing

Machines de Turing avec un nombre fini de bandes [Papadimitriou 94]

Autres modéles pour la complexité binaire

e Opérations sur des nombres de log n bits pour un coit O(1)
e Random access machine (RAM)

« Straight Line Programs » (SLPs)

Graphes acycliques, programmes sans branchements [Biirgisser—Clausen—Shokrollahi 97]

Autres modeéles algébriques

e Machines de Turing avec des entrées dans des structures G [Friedman 69]
e Machines BSS [Blum—Shub—Smale 89]



Multiplication des entiers, histoire succincte

Date Auteurs Complexity

<3000 aJC | Unknown O(n?)

1962 Karatsuba O(nloe3/1o82)

1963 Toom O(n 2° Viosn/log2)

1966 Schoénhage O(n2V208m/1082 (1661)3/2)
1969 Knuth O(n2V?2een/loe2 40 p)
1971 Schonhage—Strassen | O(n log nloglogn)

2007 Fiirer O(nlogn 20Uce™™)

2014 Harvey-vdH-Lecerf | O(nlogn 8 ")

log*r := min {k € N:log°*z <1},

log®¥ .= logol&olog.



Multiplication par évaluation-interpolation

Kronecker

971362651726262537182735 = 971362 X3+ 651726 X2+ 262537 X + 182735

X = 1000000
Evaluation-interpolation
Multiplication
P,QeKX] ——————— > PQ
Evaluation Interpolation

P(xg), .“7P($N_1;(PQ><CUO), o (PO)(ws]
Q(zo0), ..., Q(xNn—1)

Multiplication interne



Transformation de Fourier discréte rapide (DFT)

Définition
w € K racine primitive N-iéme d’unité, avec N € 2N

DFT,(Py, ... Px_1) = (P(1), P(w), P(w?), ... P(wN—1))
Correspond & évaluer P =P+ -+ Py_1 XV~ en des points z; =’

Transformation inverse
-1 1
DFT,' = —DFT,

Interpolation ~~ évaluation

Variantes

e IK=C;: DFT complexe, point fixe complexe avec une précision de b bits

e K =T, DFT modulaire, avec p un nombre premier de la forme k2" + 1 [Pollard 71]
o K :]L[Y]/(YQN +1), DFT synthétique, a la Schnhage-Strassen
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Céut d'une DFT :
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Céut d'une DFT :

nlgnl(lgn) +nlgn)
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N =<

DFT complexe
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Céut d'une DFT :
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DFT modulaire



Transformation de Fourier discréte rapide (I1)
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Céut d'une DFT : %ngN « papillons » ~~ O(N lg N') opérations dans K

DFT complexe N=n/lgn Mgk(1)=0((Ign)) I(n)
DFT modulaire  Nxn/lgn Mg(1)=0(l(Ign)) I(n)
DFT synthétique N =./n papillon ~~ O(yv/n) 1(n)

O(nlgnl(lgn)+nlgn)
O(nlgnl(lgn)+nlgn)

O(nlgn/n+vnl(v/n))



Transformation de Fourier discréte rapide (I1)
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Céut d'une DFT : %ngN « papillons » ~~ O(N lg N') opérations dans K

DFT complexe N=n/lgn Mgk(1)=0((Ign)) I(n)
DFT modulaire  Nxn/lgn Mg(1)=0(l(Ign)) I(n)
DFT synthétique N =./n papillon ~~ O(yv/n) 1(n)

O(nlgnlglgnlglglgn )
O(nlgnlglgnlglglgn )

O(nlgnlglgn)



Variantes de la transformation de Fourier discréte

Permutation

Permutation

Permutation




Variantes de la transformation de Fourier discréte

-1
Permutation + twiddle

-1
Permutation + twiddle

1

Permutation + twiddle




Variantes de la transformation de Fourier discréte

Permutation + twiddle

R PR S B




Papillons géants

lg R~
lglg N

lg N




Multiplication rapide d’entiers

Algorithme de Fiirer
Coefficients dans R = C;,[X] /(X /2 4+ 1)
Existence d'une racine w « principale » d'unité d’ordre NV, avec w?V/F =X

Papillons géants (taille R x g R) rapides, mais twiddling lent ~~ multiplications dans R

I(n) = 0((%%) - (bng)) +0((%}§—g) - M@b(R)>

I(n) I(Rb) b
nlgn O<1)+O((Rb)lg(Rb)> (F~b~lgn)

I(n) = nlgn20Uos™n)

Nouvel algorithme
DFT ordinaire, mais accélération des papillons géants

Bluestein Kronecker

DFT de taille R xIgRsur C, ~  O(Mg,x)(R)) ~  O((Rb))

Papillons géants plus lents, mais twiddling plus rapide

DFT ordinaire = multiplication interne plus efficace (application : matrices entiéres)



Convolutions cycliques ~ DFTs

Convolution cyclique ~~ DFT

P,QeK[X]/(X"—1), n€2N", w racine primitive n-iéme d'unité

(PQ)o, ..., (PQ)n_1) = DFT_ YDFTy(Py,...,Ph_1) DFTy(Qo, ..., Qn_1))

DFT ~» Convolution cyclique [Bluestein 70]

On suppose 11 € K tel que n? =w.

,L'2

fir=n", gi:=mn"
i+mn)? i2+n242n1 i2 S+i)n
fi+n:77<+ ) =1 e =1 W(Q ) :fia Gi+n=Yi

Alors w'/ = f; f;g;— ;, donc pour tout a € K" :

n—1 n—1
CALZ':DFTM(CL)Z': Z ajwij = fz Z (aj fj) gi_j
7=0 7=0

On reconnait une convolution cyclique



Analyse de complexité

Fonction logarithmiquement lente
Fonction ®: [z, 00) — R telle qu'il existe / € N avec
(log®“o ® oexp®)(z) = logz +O(1) (x — 0).

e201410g loglog x

Exemples : ®(x) =logz, ®(x)=1log?z, ®(x)= (logz)°eloe® d(z)=e

Itérateurs [voir aussi Ecalle 92, Schmeling 01]

O*(d(x)) = P(x)—1
®*(z) = min{ke€N: ®%(x) <o}

Lemme. ® logarithmiquement lente, ®* térateur de ®. Alors
¢*(x) = log*xz+ O(1)
Lemme. ® logarithmiquement lente. Constantes K, B, L, { et fonction T’ telle que

T(r) < K(1+logii%>T(cb(az))+L.

Alors T'(x) = O(K™&" ™).



Analyse de complexité

Fonction logarithmiquement lente
Fonction ®: [z, 00) — R telle qu'il existe / € N avec
(log®“o ® oexp®)(z) = logz +O(1) (x — 0).

e201410g loglog x

Exemples : ®(x) =logz, ®(x)=1log?z, ®(x)= (logz)°eloe® d(z)=e

Itérateurs [voir aussi Ecalle 92, Schmeling 01]

O*(d(x)) = P(x)—1
®*(z) = min{ke€N: ®%(x) <o}

Lemme. ® logarithmiquement lente, ®* térateur de ®. Alors

¢*(x) = log*xz+ O(1)

Lemme. &4, ..., ;. logarithmiquement lentes. Constantes K, B, L.V, ¢+ -+ c, =1 et
fonction T" telle que
Tx) < K (1 + —) (a1 T(P1(x))+ -+ T(Pr(z))) + L.

Alors T'(x) = O(K™&™ ™).



Quelle approche donne I'algorithme le plus rapide 7

Nous avons différentes méthodes pour démontrer
(n) = O(nlgn K& ™).

Quel est le meilleur K possible 7

Fiirer, aprés optimisation : K =16 (?)
Nous, aprés optimisation : K =8

Ingrédients

e Multiplication dans Z ~~ multiplication dans (Z /(2" — 1) Z)[i].

e Un argument fréquemment partagé dans appels récursifs ~~ 2 DFTs au lieu de 3.

e Convolution de longueur N avec coefficients de b bits ~~ sorties de taille 20+ O(lg N).
Prendre b= (Ign)? au lieu de b<1gn améliore le ratio (2b+O(lg N)) /b.

e Augmentation R~Ilg N ~» R~ (lg N)ele N+O),

Colt Bluestein—Kronecker > colit twiddling et autres.



Peut on faire mieux 7

D’ou vient le coit ?

a) Facteur 2 pour segmentation Kronecker (Z[i] ~~ Cy| X |, découpage en morceaux de g bits)

b) Facteur 2 pour DFT directe et inverse
c) Facteur 2 pour substitution de Kronecker (Cp[X]/ (X7 — 1)~ 7 /(2201 — 1) 7Z)

Nombres premiers de Fermat

Et si, si, si, s'il y avait suffisamment de nombres premiers de la forme p=22"+1
Approche de Fiirer pour K =1, (et optimisée) donne K =4
Malheureusement, p =2+ 1 est le plus grand tel nombre connu

Nombres premiers de Mersenne

Conjecture 1. Soit m,(x) ={p<x:p=29—1,p premier, q premier}. Alors da <b,

aloglog x < m,(z) < bloglog x

Algorithme de Crandall-Fagin

Multiplication T, [i][X] /(XM —1) ~ Fu/[i][X, Y]/ (XM -1, YN - 1), p’ < p
Conjecture 1 = K =4



Multiplication dans [ X] et dans K[X]

Kronecker : Mg (n) = O(I(nlog p)) si logn = O(log p)
Schénhage=Strassen : Mg (n) = O(nlognloglogn Mg (1)) si charIF, > 2
Schénhage : My (n) =O(nlognloglogn Mg (1)) pour tout g

alg

Cantor—Kaltofen : pour tout K-algébre A, M*(n)=O(nlognloglogn)

Kronecker : Mg ,(n) < Mp,(kn), modulo O(knlog p) operations

Théoréme. On a, de facon uniforme en p :

Mp(n) = O( (nlog p) log(n log p) glog™(nlog p))

Théoreme. Modulo « conjectures vraisemblables », on a de facon uniforme en p :

M,(n) = O((nlogp)log(nlogp) 410g*(n10gp))

Théoréme. Soit A un IF,-algébre. Alors M%5(n) = O(nlgn 8'°5" ™), uniformément en A.
En outre, on n’a besoin que de O(n 4'°¢" ™) multiplications (non scalaires) dans A.



Eléments de la démonstration

1. Multiplication dans IF},[X] ~ multiplication dans IF' x| X]

2. k tel que IF x| X| admet une racine primitive w d'unité d'ordre IV élevé et « friable »



3. Ecrire N =Ny --- N, avec Ni,..., N, « maitrisés » et utiliser Bluestein-Kronecker
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%4 =

67
137
601
2671
4021
4271
144061
318211
1824841
239020081
6002229721
11507920001
51654756031569841

4
3
2
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1







