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K=Q[z]/(�(z))�C corps de nombres avec i2K

Fonction holonome sur K

Solution d'une équation di�érentielle

Lr(z) f
(r)(z)+ ���+L0(z) f(z)= 0

avec L0; :::; Lr2K(z) et Lr=/ 0. On supposera toutes les racines de Lr dans K.

Conditions initiales dans K

En tant que fonction analytique, f déterminée par F (z)=

0B@ f(z)
���

f (r¡1)(z)

1CA où Lr(z)=/ 0.

Conditions initiales dans K : F (z0)2Kr pour z02K.
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�1; :::; �s : racines de Lr et singularités de f

z0! z1!���! z` singulier, z0; :::; z`2K

Condition initiale F (z0)2Kr
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z0! z1 chemin droit, z0; z12K

pas de singularités sur [z0; z1)



Matrices de transition 5/21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

�1

�2

�s

z0

z2
z1

z`

z3

z4

z0 

z` non singulier

Condition initiale F (z0)2Kr

F (z`) dépend linéairement de F (z0) =)

9! �z0 

z`
2Cr�r; F (z`)=�z0 


z`
F (z0)



Matrices de transition 5/21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

�1

�2

�s

z0

z`

z2
z1

z3

z4

z0 

z` non singulier

Condition initiale F (z0)2Kr

F (z`) dépend linéairement de F (z0) =)

9! �z0 

z`
2Cr�r; F (z`)=�z0 


z`
F (z0)

z0 
1
z`� z0 

2
z`)�

z0 
1
zm
=�

z0 
2
zm



Matrices de transition 5/21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

�1

�2

�s

z0

z2
z1

z`

z3

z4

z0 

z` non singulier

Condition initiale F (z0)2Kr

F (z`) dépend linéairement de F (z0) =)

9! �z0 

z`
2Cr�r; F (z`)=�z0 


z`
F (z0)

z0 
1
z`� z0 

2
z`)�

z0 
1
zm
=�

z0 
2
zm

�
z0 
1
zm 

2
z`
=�

zm 
2
z`
�
z0 
1
zm



Matrices de transition et systèmes fondamentaux de solutions 6/21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

z0=0

Point non singulier
F (z)=�0!zF (0)
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z0=0

Point non singulier
F (z)=�0!zF (0)

�0!z=

0B@ h0(z) ��� hr¡1(z)
��� ���

h0
(r¡1)(z) ��� hr¡1
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�0!0= Idr

hi(z)=
1
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Point singulier régulier

�k= z0=0
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hi;j( z
%p

) logj z; hi;j convergents

hi� z�i log�i z; [z�i log�i z]hi0= �i;i0
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�k= z0=0

Point singulier irrégulier
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�0!z=

0B@ h0(z) ��� hr¡1(z)
��� ���

h0
(r¡1)(z) ��� hr¡1

(r¡1)(z)

1CA
Lhi=Lrhi

(r)
+ ���+L0hi=0

hi=e
Pi
�

1

z
%p

�
z�i

X
j<r

hi;j( z
%p

) logj z;

hi� di=e
Pi
�

1

z
%p

�
z�i log�i z; [di]hi0= �i;i0



Résultats connus (I) 8/21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

I(n) : complexité pour multiplier deux entiers de n chi�res.

Théorème. (VdH 1996) Il existe un algorithme qui prend L2K(x)[@] d'ordre r>0, z; z 02K
et n 2 N en entrée, et, supposant que Lr ne s'annule pas sur [z; z 0], calcule une matrice
�~ 2Kr�r avec

k�~ ¡�z!z 0k 6 2¡n:

En outre, pour z; z 0 et L �xes, le temps de calcul est borné par O(I(n) log2n).
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En outre, pour z; z 0 et L �xes, le temps de calcul est borné par O(I(n) log2n).

Résultats partiels : Brent (1976), Chudnovsky2 (1990), ...

Théorème. (VdH 1996) Si z; z 0 appartiennent à un ensemble compact K sur lequel Lr ne
s'annule pas, alors le temps de calcul est borné par O(I(n) log2n log logn), uniformément en
z et en z 0, sous condition que les tailles de z et de z 0 ne dépassent pas O(n) bits.
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I(n) : complexité pour multiplier deux entiers de n chi�res.

Théorème. (VdH 1996) Il existe un algorithme qui prend L2K(x)[@] d'ordre r>0, z; z 02K
et n 2 N en entrée, et, supposant que Lr ne s'annule pas sur [z; z 0], calcule une matrice
�~ 2Kr�r avec
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Résultats partiels : Brent (1976), Chudnovsky2 (1990), ...

Théorème. (VdH 1996) Si z; z 0 appartiennent à un ensemble compact K sur lequel Lr ne
s'annule pas, alors le temps de calcul est borné par O(I(n) log2n log logn)

MM

, uniformément en
z et en z 0, sous condition que les tailles de z et de z 0 ne dépassent pas O(n) bits.
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Théorème. (VdH 2001) Supposons L2K(x)[@] d'ordre r, régulier-singulier en zéro et tel que
la solution formelle converge pour z= r ei� avec 0<r6R. Il existe un algorithme qui prend de
tels L et z= r ei�2K, ainsi que n2N en entrée, et qui calcule une matrice �~ 2Kr�r avec

k�~ ¡�0!zk 6 2¡n:

En outre, pour z et L �xes, le temps de calcul est borné par O(I(n) log2 n). Par ailleurs, tant
que la taille de z ne dépasse pas O(n) bits, le temps de calcul est uniformément borné par
O(I(n) log2n log logn).
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Théorème. (VdH 2001) Supposons L2K(x)[@] d'ordre r, régulier-singulier en zéro et tel que
la solution formelle converge pour z= r ei� avec 0<r6R. Il existe un algorithme qui prend de
tels L et z= r ei�2K, ainsi que n2N en entrée, et qui calcule une matrice �~ 2Kr�r avec

k�~ ¡�0!zk 6 2¡n:

En outre, pour z et L �xes, le temps de calcul est borné par O(I(n) log2 n). Par ailleurs, tant
que la taille de z ne dépasse pas O(n) bits, le temps de calcul est uniformément borné par
O(I(n) log2n log logn).

Résultats partiels : Haible�Papanikolaou (1997) : �(3) et variantes
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Théorème. (VdH 2005) Supposons L2K(x)[@] d'ordre r, avec une singularité irrégulière en
zéro. Alors on peut recouvrir e�ectivement un voisinage de C_ par un nombre �ni de secteurs S
de type suivant : on peut calculer un procédé d'accéléro-sommation pour le système fondamental
formel de solutions de Lh=0, donnant lieu à une matrice de transition �0!z pour tout z 2S.
Étant donnés z=r ei�2K\S et n2N en entrée, on peut calculer une matrice �~ 2Kr�r avec

k�~ ¡�0!zk 6 2¡n:

En outre, pour z et L �xes, le temps de calcul est borné par O(I(n) log3n).

Si jz j est su�samment petit par rapport à n, alors il existe aussi un procédé de sommation
jusqu'au plus petit terme qui permet d'approximer les accéléro-sommes des solutions formelles
canoniques en série de Lf =0 en temps O(I(n) log2n).
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Théorème. (VdH 2005) Supposons L2K(x)[@] d'ordre r, avec une singularité irrégulière en
zéro. Alors on peut recouvrir e�ectivement un voisinage de C_ par un nombre �ni de secteurs S
de type suivant : on peut calculer un procédé d'accéléro-sommation pour le système fondamental
formel de solutions de Lh=0, donnant lieu à une matrice de transition �0!z pour tout z 2S.
Étant donnés z=r ei�2K\S et n2N en entrée, on peut calculer une matrice �~ 2Kr�r avec

k�~ ¡�0!zk 6 2¡n:

En outre, pour z et L �xes, le temps de calcul est borné par O(I(n) log3n).

Si jz j est su�samment petit par rapport à n, alors il existe aussi un procédé de sommation
jusqu'au plus petit terme qui permet d'approximer les accéléro-sommes des solutions formelles
canoniques en série de Lf =0 en temps O(I(n) log2n).

Résultats partiels : Brent�MacMillan (1980) : g
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� Solution formelle f~(z) holonome.
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� Solution formelle f~(z) holonome.

� Pour chaque temps critique zi= zki
p

, la fonction f~k(zk)= f(z) est holonome.

� Chaque transformée de Borel formelle B~i f~i est holonome.

� Chaque f̂i=
¡
Ak¡1;k � ��� �A12 �B~1

�¡
f~1

�
satisfait la même équation que B~i f~i.

� e�i/zi et Ki;i+1 sont des fonctions holonomes.

� Les intégrandes des intégrales d'accélération et de Laplace sont holonomes.
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N 6�jz j¡1 =) j(E ¡SN)(z)j6� e¡�jz j
¡1



Complexité uniforme 17/21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Temps critiques z1= zk1
p

; :::; zp= z
kpp avec k16 ���6 kp.

Approximation de f(z) avec n décimales de précision ?



Complexité uniforme 17/21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Temps critiques z1= zk1
p

; :::; zp= z
kpp avec k16 ���6 kp.

Approximation de f(z) avec n décimales de précision ?

Pour z 0¡ z=O(zk1+1), on montre que k�z!z 0k=O(1).
z  approximation z 0 avec z 0¡ z=O(zk1+1) et size(z 0)=O(log jz j).



Complexité uniforme 17/21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Temps critiques z1= zk1
p

; :::; zp= z
kpp avec k16 ���6 kp.

Approximation de f(z) avec n décimales de précision ?

Pour z 0¡ z=O(zk1+1), on montre que k�z!z 0k=O(1).
z  approximation z 0 avec z 0¡ z=O(zk1+1) et size(z 0)=O(log jz j).

Sommation jusqu'au plus petit terme

Complexité uniforme O(I(n) log2n) si �/nk16 jz j6�.



Complexité uniforme 17/21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Temps critiques z1= zk1
p

; :::; zp= z
kpp avec k16 ���6 kp.

Approximation de f(z) avec n décimales de précision ?

Pour z 0¡ z=O(zk1+1), on montre que k�z!z 0k=O(1).
z  approximation z 0 avec z 0¡ z=O(zk1+1) et size(z 0)=O(log jz j).

Sommation jusqu'au plus petit terme

Complexité uniforme O(I(n) log2n) si �/nk16 jz j6�.

Accéléro-sommation

Complexité uniforme O(I(n) log3n) si jz j6�/nkp.



Complexité uniforme 17/21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Temps critiques z1= zk1
p

; :::; zp= z
kpp avec k16 ���6 kp.

Approximation de f(z) avec n décimales de précision ?

Pour z 0¡ z=O(zk1+1), on montre que k�z!z 0k=O(1).
z  approximation z 0 avec z 0¡ z=O(zk1+1) et size(z 0)=O(log jz j).

Sommation jusqu'au plus petit terme

Complexité uniforme O(I(n) log2n) si �/nk16 jz j6�.

Accéléro-sommation

Complexité uniforme O(I(n) log3n) si jz j6�/nkp.

Problème

Que faire lorsque �/nkp6 jz j6�/nk1 ?
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¡
Aq¡1;q f̂q¡1
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¡
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�
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(Eq;Zq f~)(zq)=
Z
0

Zq

f̂q(�q) e
¡�q/zq d�q
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

h~i(z)= '~i(z) z
�i ePi(z

¡1/�)= '~i(z)Ei(z)

On ordonne

jE1(z)j> jE2(z)j> ���> jEr(z)j �

 couverture par un nombre �ni de secteurs

Théorème. Il existe des constantes C > 0 et � avec

kF (z)k > C jE1(z) z� j F (z)=

0B@ f(z)
���

f (r¡1)(z)

1CA

pour tout z 2S où S est le secteur avec �.
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� 
 ouvert étoilé où f est dé�nie, � : zéros de f

� D nombres en virgule �xe.

� F nombres en virgule �ottante.

� B(c; r) boule fermée de centre c et rayon r.

Théorème. Il existe un algorithme qui prend n2N et z 2
\D[i] en entrée avec

B(z; 2¡n)\ (@
[�)=?

et size(z)6n, et qui calcule v 2F[i] avec

jf(z)¡ v j6 2¡n jf(z)j:

De plus, le temps de calcul est borné par O(I(n) log3n), uniformément en z.


