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C 1

: anneau des germes en +� de fonctions continument di�érentiables

(a,�)�� (a��).

Le germe d'une fonction f en +� sera également noté par f .

Un corps de HARDY est un sous-anneau de C 1

qui est stable pour l'inversion

et pour la dérivation.
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Corps de HARDY
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Les corps de HARDY correspondent à la notion vague de fonctions ayant

une « croissance régulière » à l'in�ni (BOREL, DU BOIS-REYMOND, ...):

Soient H un corps de HARDY et f �H. Alors

f `0 ù

1

f

�H ù

{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{
{

f (t)>0, ultimement, ou

f (t)<0, ultimement.

Par conséquence,

" H est un corps ordonné pour :

f >0 ú f (t)>0, ultimement ;

" f est ultimement monotone, et

lim

t�+�

f (t)��*{±�}.
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KT clôture de�*{x} sous exp, log et la sommation in�nie
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Ici x correspond à une indéterminée in�nie et positive.
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KT clôture de�*{x} sous exp, log et la sommation in�nie
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KT clôture de�*{x} sous exp, log et la sommation in�nie

y
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x: indéterminée in�nie positive f

*

: coe�cent *: transmonôme

La dé�nition formelle deK procède par induction. La «profondeur» d'une

transsérie en exp et log est supposée finie : les « transséries » suivantes

ne sont pas dansK :
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K comme corps di�érentiel ordonné

7/28

" Pour l'ordre naturel (via le coe�cient dominant), K est une extension

réel clos de�.

" Chaque f �K se dérive terme par terme (avec x

2

=1) :
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" Cela munit K d'une dérivation f¦ f

2

:

( f + g)

2

= f

2

+ g

2

, ( f Å g)

2

= f

2

Å g+ f Å g

2

Le corps des constantes est { f �K: f

2

=0}=�.

" Pour f , g�K, l'équation y

2

+ f y= g admet une solution y`0 dansK.
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«Chaînes » de signes +, � de longueur ordinale

CONWAY : No est une extension réelle close de�
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Addition de deux nombres surréels
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" x�No est plus simple que y�No :ú x est un pré�xe de y

" {L |R} : élément le plus simple entre sous-ensembles L<R de No

" Tout x�No s'écrit x={L |R} pour certains sous-ensembles L<R deNo

0={ | }, 1={0 | }, 2={0,1 | },

1
2

={0 | 1}, �={0,1,& | }

Exemple

Si x={x

L

| x

R

} et y={y

L

| y

R

}, alors

x+y T {x

L

+y,x+y

L

| x

R

+y,x+y

R

}.

(Idée : on vise x

L

+y < x+y < x

R

+y, &)

Dé�nition



Exponentiation et di�érentiation
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" Dans les années 80, GONSHOR (utilisant des idées de KRUSKAL) a dé�ni

une exponentielle exp:No�No

>0

qui étend x¦e

x

sur�.

" En 2006, BERARDUCCI et MANTOVA (utilisant des idées de VDH et

SCHMELING) ont dé�ni une dérivation �

BM

sur No avec

ker�

BM

=�, �

BM

(�)=1, �

BM

(exp( f ))=�

BM

( f )Åexp( f )pour f �No.

Dans un certain sens technique, c'est la dérivation la plus « simple» qui

satisfasse cetaines conditions naturelles.

" Cette dérivation sur No se comporte comme la dérivation on K, avec

�>� dans le rôle de x>�. Par exemple, �

BM

(log�)=

1

�

.
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Relations asymptotiques

13/28

Soit K un corps di�érentiel ordonné avec corps de constantes

C={ f �K : f

2

=0}.

On dé�nit

f | g :ú | f |} c |g| pour un c�C

>0

( f est dominée par g)

f z g :ú | f |} c |g| pout tout c�C

>0

( f est négligable devant g)

f M g :ú f | g| f ( f est asymptotique à g)

f < g :ú f � gz g ( f est équivalente à g)

In K: 0 z e

�x

z x

�10

z 1 M 100 z log x z x

1/10

z e

x

<e

x

+x z e

e

x

Exemple



Corps H
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On dit que K est un corps H lorsque

H1. f >C ù f

2

>0;

H2. f M1 ù f < c pour un certain c�C.

Dé�nition

Corps de HARDY contenant� ;

Sous-corps di�érentiels ordonnés de K ouNo contenant�.

Examples

K admet d'autres propriétés élémentaire (en outre d'être un corps H) :

" la dérivation est petite, c.à.d., f z1ù f

2

z1;

" K est LIOUVILLE clos, c.à.d.,K est réel clos et pour tous f , g, il existe un

y`0 avec y

2

+ f y= g.



Résultat principal de notre livre
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Nous voyonsK comme une structure pour le langage

0, 1, +, ×, � (dérivation), } (ordre).

La théorie élémentaire de K est complètement axiomatisée par :

"

1

K est un corps H avec une pétit derivation qui est LIOUVILLE clos ;

"

2

K véri�e la prop. des valeurs intermédiaires pour des polynômes di�érentiels.

Théorème (Asch�vdD�vdH, Ann. of Math. Stud. vol. 195)

En fait,

"

2

a été établi après-coup.

Corollaire : la théorie de K est décidable.

Aussi : théorème d'élimination de quantificateurs pour une expansion natu-

relle du langage susmentionné.
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Plonger des corps H dans des corps de Hardy
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Soit H un corps de HARDY maximal. Alors
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A
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Pour A,B�H dénombrables avec A<B, il existe un h�H avec A<h<B.

Théorème (Asch�vdD-vdH) en cours...
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Soit H un corps de HARDY maximal. Alors

"

A

H véri�e la propriété di�érentielle des valeurs intermédiaires.

"

B

Pour A,B�H dénombrables avec A<B, il existe un h�H avec A<h<B.

Théorème (Asch�vdD-vdH) en cours...

"

A

H est élémentairement équivalent àK en tant que corps di�érentiel ordonné.

"

B

Sous l'hypothèse du continu, les corps de HARDY maximaux sont tous iso-

morphes.

Corollaire
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Chaque corps H avec une petite dérivation et corps de constantes � peut être
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Théorème (Asch�vdD-vdH, à paraître dans JEMS)
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Chaque corps H avec une petite dérivation et corps de constantes � peut être

plongé dansNo en tant que corps di�érentiel ordonné.

Théorème (Asch�vdD-vdH, à paraître dans JEMS)

Soit � un cardinal non dénombrable. Alors le corpsNo(�) des nombres surréels

de longueur <� est un sous-modèle élémentaire de No.

Théorème (Asch�vdD-vdH, à paraître dans JEMS)

Sous l'hypothèse du continu, tous les corps de HARDY maximaux sont isomor-

phes à No(�

1

).

Corollaire
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Corps de transséries abstraits
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Un corps �=�[[�]] avec log:������ (partiel) est un corps de transséries si

T1. le domaine de log est �

>0

;

T2. pour tout *�� et +�supp log*, on a +{1;

T3. log (1+�)=��

1
2

�

2

+

1
3

�

3

+ï, pour tout ��� avec �z1;

T4. pour toute suite (*

n

)��

�

avec *

n+1

� supp log*

n

pour tout n, il existe

un indice n

0

tel que pour tout n>n

0

et tout +�supp log*

n

, on a +}*

n+1

et (log*

n

)

*

n+1

=±1.

Dé�nition (VAN DER HOEVEN 2000, SCHMELING 2001)
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Des nombres surréels comme transséries
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Une dérivation transsérielle sur � est une dérivation �:��� telle que

DT1. � est forte (c.à.d. que � préserve la sommation in�nie) ;

DT2. � log f =� f / f pour toute f ��

>0

;

DT3. les transséries « imbriquées » sont di�érentiées de manière « naturelle ».

Dé�nition
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Une dérivation transsérielle sur � est une dérivation �:��� telle que

DT1. � est forte (c.à.d. que � préserve la sommation in�nie) ;

DT2. � log f =� f / f pour toute f ��

>0

;

DT3. les transséries « imbriquées » sont di�érentiées de manière « naturelle ».

Dé�nition

No est un corps de transséries et �

BM

est une dérivation transsérielle.

Théorème (BERARDUCCI�MANTOVA, 2015)

Tout corps H avec � comme corps de constantes se plonge dans un corps de

transséries muni d'une dérivation transsérielle.

Corollaire
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Après la dérivation : la composition
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Après la dérivation : la composition

Corps de Hardy ö Expansions o-minimales de�

Transséries ö Hyperséries

Nombres surréels avec �

BM

ö Nombres surréels avec �, �



Deux sources d'instabilité pour les transséries
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Équations d'itération

exp

�

(x+1) = exp exp

�

x

� Croissance plus rapide que e

x

, e

e

x

, e

e

e

x

,&

� Kneser 1950 : il existe une solution réelle analytique exp

�
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Équations d'itération
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�
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�

2

(x+1) = exp

�
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�

2

x

ï
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x

, e

e

x

,&, exp

�

x, e

exp

�

x

,&, exp

�

exp

�

x,&

� Schmeling : il existe des solutions réelles analytiques exp

�

2

, exp

�

3

x,&

Équations fonctionnelles

f (x) = x

�

+e

f (logx)

= x

�

+e

logx

(

+e

loglogx

(

+ð

� vdH (utilisant technique d'Écalle) : solution quasi-analytique
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Hyperlogarithmes et hyperexponentielles

exp

�

(x+1) = exp exp

�

x log

�

log x = log

�

x�1

exp

�

2

(x+1) = exp

�

exp

�

2

x log

�

2

log

�

x = log

�

2

x�1

î î
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Hyperlogarithmes et hyperexponentielles
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�

x�1

exp

�

2
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�
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x log

�
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�
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î î

log

ü

x =

5w

ý<ü

1

log

ý
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Hyperlogarithmes et hyperexponentielles

exp

�

(x+1) = exp exp

�

x log

�

log x = log

�

x�1
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