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Étant donnés P,Q∈𝔽q[x]n, calculer R=PQ∈𝔽q[x]2n.

Quelle est la complexité Mq(n) de cette opération en fonction de n lg q ?
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Mp(n)≲Mℤ(n(2 lg p+lg n))

Théorème

P̂(28)=110000001000000101

P̂=3x2 +2x+5

Q=(2 mod 7)x2 +(1 mod 7)x+(4 mod 7)

Q̂(28)=100000000100000100

Q̂=2x2 +1x+4

P=(3 mod 7)x2 +(2 mod 7)x+(5 mod 7)

R=(6 mod 7)x4 +(0 mod 7)x3 +(3 mod 7)x2 +(6 mod 7)x+(6 mod 7)

(P̂ Q̂)(28)=11000000111000110000000110100010100

R̂= P̂ Q̂=6x4 +7x3 +24x2 +13x+20



Kronecker 3/18

Si Mℤ(n) désigne la complexité pour multiplier deux entiers de n bits, alors

Mp(n)≲Mℤ(n(2 lg p+lg n))

Théorème

• En général : 2b ⩾p2 n ⟹ b∼2lg p+lg n

• Corollaire : si n=pO(1), alors Mp(n)=O(Mℤ(n lg p))



Kronecker 3/18

Si Mℤ(n) désigne la complexité pour multiplier deux entiers de n bits, alors

Mp(n)≲Mℤ(n(2 lg p+lg n))

Théorème

• En général : 2b ⩾p2 n ⟹ b∼2lg p+lg n

• Corollaire : si n=pO(1), alors Mp(n)=O(Mℤ(n lg p))

Mℤ(n) = O(n lg n4log∗n)
log∗ n = min�n∈ℕ: log∘…ℓ× ∘ log n⩽1�

Théorème (Harvey–vdH, ANTS 2018)
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Pk2n1+k1 𝜔(k2n1+k1)(i1n2+i2)

= �
0⩽k1<n1

𝜔k1i2(((((((((((((( �
0⩽k2<n2

Pk2n1+k1 (𝜔n1)k2i2))))))))))))))(𝜔n2)k1i1

Fℛ(n) : coût DFT, mℛ : coût multiplication 𝜔 i, sℛ : espace élément

Fℛ(n1 n2) ⩽ n2Fℛ(n1)+n1Fℛ(n2)+nmℛ +O(sℛ n log min(n1,n2))
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ni
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n=n1 ⋯nℓ

Fℛ(n) ⩽ n�
i=1

ℓ
Fℛ(ni)

ni
+ℓnmℛ +O(sℛ n log n).

Théorème

n=2ℓ, n1 =⋯=nℓ =2

Fℛ(n) = O(mℛ n log n).
Corollaire
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𝕂 : corps de caractéristique ≠ 2
n=2ℓ

ℛ =𝕂[t]/(tn/2 +1)
𝜔 = t
mℛ =O(sℛ)

Fℛ(n)=O(sℛ n log n)

M𝕂(n2)=2nM𝕂(n)+O(s𝕂 n2 log n)

M𝕂(n)=O(s𝕂 n log n log log n+M𝕂(1)n log n)
Théorème
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F𝕂(n) ⩽ n�
i=1

ℓ
F𝕂(ni)

ni

n1,…,nℓ petits

+ℓnm𝕂

ℓ≪log n

+O(s𝕂 n log n)



Le corps Babylonien 10/18

Exemple

260 −1=32 ⋅ 52 ⋅ 7 ⋅11 ⋅13 ⋅31 ⋅41 ⋅61 ⋅151 ⋅331 ⋅1321



Le corps Babylonien 10/18

Exemple

260 −1=32 ⋅ 52 ⋅ 7 ⋅11 ⋅13 ⋅31 ⋅41 ⋅61 ⋅151 ⋅331 ⋅1321

Motif plus général

𝜆 friable ⟹ p𝜆 −1 admet un grand facteur friable



Le corps Babylonien 10/18

Exemple

260 −1=32 ⋅ 52 ⋅ 7 ⋅11 ⋅13 ⋅31 ⋅41 ⋅61 ⋅151 ⋅331 ⋅1321

Motif plus général

𝜆 friable ⟹ p𝜆 −1 admet un grand facteur friable
r≠p premier, (r−1) |𝜆 ⟹ r | (p𝜆 −1)
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H𝜆 ≔ �
q prime, (q−1)|𝜆

q.

Il existe c5 > c4 >0 tels que pour tout k>100, on a
(log k)c4logloglogk <min�𝜆∈ℕ:H𝜆 ⩾ k� �<(log k)c5logloglogk

Théorème (Adleman–Pomerance–Rumely, 1983)

Il existe c3>c2>0 et n0∈ℕ tels que pour tout p premier et n⩾n0, il existe 𝜆 avec
(lg n)c2lglglgn <𝜆<(lg n)c3lglglgn,

et un entier (𝜆+1)-friable M ⩾n avec M | (p𝜆 −1).

Théorème
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260 −1=32 ⋅ 52 ⋅ 7 ⋅11 ⋅13 ⋅31 ⋅41 ⋅61 ⋅151 ⋅331 ⋅1321

1321225100 < < 1000012711001 9211 331

Avec p, n, 𝜆, M comme ↑, soient L,S∈ℕ tels que 𝜆<S<L<M. Alors il existe
(et on peut rapidement calculer) des entiers (𝜆+1)-friables N1,…,Nd tels que :

a) N ≔N1 ⋯Nd divise M (et donc divise p𝜆 −1).

b) L⩽N ⩽(𝜆+1)L.

c) S⩽Ni ⩽S3 pour i=1,…,d.

Théorème
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𝜔 =𝜂2 : racine n-ième principale dans 𝕂 avec n pair

fi ≔𝜂 i2, gi ≔𝜂−i2

Pour tout P=P0 +⋯+Pn−1 xn−1 ∈𝕂[x]/(xn −1), on a

P̂i = �
j=0

n−1

Pj 𝜔 ij = fi �
j=0

n−1

(Pj fj) gi− j ⟶ fi (FG)i

F𝕂(n)⩽M𝕂(n)+O(M𝕂(1)n)
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Pour passage 𝔽p →𝔽q, directement plonger 𝔽p[x]⊆𝔽q[x]
Comment regagner le facteur 𝜆 ?

Idée

P(𝜔p)=P(𝜔)p

Corps Babylonien 𝔽260

• 60=64−𝜖
• (t61 −1)/(t−1) est irréductible ⟹ plongement 𝔽260 ⊆𝔽2[x]/(x61 −1)
• Pour DFT d'ordre 61, racine primitive 𝜔 d'ordre 60 pour Frobenius
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