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p : nombre premier

g=p"
Fi[x],={P€F,[x]:deg P <n}
lg k=[log, max (k,1)]

Probléeme
Etant donnés P, 0 F,[x],, calculer R=PQ € F,[x].

Quelle est la complexité M, (1) de cette opération en fonction de nlg g?
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Théoréme
Si My (n) désigne la complexité pour multiplier deux entiers de n bits, alors

M,(n) SMz(n 2lgp+Ilgn))

P=Bmod7)x*+ (2mod 7)x+ (5mod 7) Q=2mod7) x>+ (1mod7)x+ (4mod7)
P=3x2+2x+5 QO=2x2+1x+4
P(2%) =110000001000000101 Q(ZS) =100000000100000100

(P Q) (2%) =11000000111000110000000110100010100

R=PQO=6x*+7x>+24x2+13x+20
R=(6mod7)x*+ O0mod7)x3+ (Bmod7)x*+ (6 mod7)x+ (6 mod7)
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Théoreme
Si Mz (n) désigne la complexité pour multiplier deux entiers de n bits, alors

M,(n) SMz(n (2lgp+Ilgn))

e Engénéral: 2" >p’n = b~2lgp+lgn
e Corollaire : sin=p”", alors M, (n) =O(Mz(nlgp))

Théoreme (Harvey—-vdH, ANTS 2018)

Mz (n) = O(nlgn4log*”)
log*n = min{nEN:logo.ﬁ.x.ologngl}
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Encore Kronecker 4/18

F, = Fplt]/ (u(t) — Fyltln (q=p")

Fo[x]n — Fy[tla[x]n —— Fy[flonn

Théoréme

M, (n) <M, (2An) + O(M,(A) n)

x=t"/2
]Fp[t])m — ]Fp[t]/\/Z[x]Zn — ]Fq[x]Zn

Théoréeme

M,(An)<M,(2n) +O(nlgq)
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R anneau

w € R : racine principale n-iéme d'unité — Z;.:g w'=0pouri=1,...,n-1

x"—1 (x—=1) (x—w) - (x—w"™)
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R+ anneau

w € R : racine principale n-ieme d'unité — Z;f:é w'=0pouri=1,..,n-1

R[x]/ (x"=1) = H0<l<n x]/(x—w") = R"
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Multiplication par FFT 5/18

R+ anneau

w € R : racine principale n-ieme d'unité — Z;.:é w'=0pouri=1,..,n-1

R[x]/ (x"=1) = ]_[0<l<n x]/(x—w") = R"
P=Py+--+P,_1x"! e (P(1>,P<w),...,P<w”—1))
Q=Qo+-+Quax™! =% (Q(1),Qw), .., Q™))

R=PQ < (P(1)Q(1), P(w) Q(), .., P(&") Q™))

PQ = DFT.! (DFT,(P),DFT,(Q)) = - DFT,1 (DFT,(P), DFT,(Q))
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n=mnqnop, ny,ny>1, =111y + 1y, 0<ii<ny, 0<ir<n,

P = P(w') = Z Py

Z Z Pk Tk w(kzn1+k1)(i1n2+i2)
o1y +kq

0<ki<ng 0<ky<n,

ki koi kvi
D WY P, (@™ | (@R

0<ki<my 0<kr<ny



Cooley-Tukey 6/18
n=mnqno, ny,ny>1, =111y + 1y, 0<ii<ny, 0<in<ny

P, = P(w') = Z Py w*

— Z Z Pioi 1k o emi+k) (iinz+i2)
211+ky

0<ki<ng 0<ky<n,

ki koi k1i
S @[NPk, (@M | (™R

0<ki<ny 0<ko<ny

F o (n) : cott DFT, m j : cotit multiplication W', sy : espace élément

Fr(ning) < noFgr(ny) +n1Fr(ng) +nmyg+ O(sgnlogmin (ny,n7))
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n:nl“'nQ

Théoréme

¢
Fr(n) < nZ FR(@) +{nmg+O(spnlogn).

n
i=1
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n:nl“'nQ

Théoréme

¢
Fr(n) < nZ FR(@) +{nmg+O(spnlogn).

: n
i=1

n=2" ny=--=ny=2

Fr(n) = O(mgnlogn).
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K : corps de caractéristique # 2
n=2"

R=K[t]/(t"*+1)

w=t

my=0(sg)

Fr(n)=0(sgpnlogn)

Mg (n?) =2n Mg (n) + O(sx nlog n)
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K : corps de caractéristique + 2
n=2"

R=K[t]/(t"*+1)

w=t

me=0(sx)

Fr(n)=0(sgpnlogn)
Mk (n%) =2n Mg (1) + O(sx n*log n)

Théoréme

Mk (n) =O(sxnlognloglogn+ My (1) nlogn)
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K=F,=F,, Nn=1mq- Ny, nl(g—1)

FKTE?%) +Enmg + O(sxnlogn)

(
F(m) <y

i=1




Enmyg + O(sxnlogn)

ny, ..., ng petits



Retour aux corps finis 9/18

n=n1y--My nli(g—1)

O(skxnlogn)

ny, ..., ng petits
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Le corps Babylonien 10/18

Exemple

200 _1=32.52.7.11-13-31-41-61-151-331-1321

Motif plus général

A friable = p”—1 admet un grand facteur friable
r+p premier, (r—1)|A = r| (p)‘—l)



Enoncé rigoureux 11/18

H)L = n q

g prime, (g—1)|A

Théoreme (Adleman-Pomerance-Rumely, 1983)

Il existe c5>c4 > 0 tels que pour tout k> 100, on a
(10g k>C4logloglogk <min {)L eEN:H),> \/E} < (10g k>C5logloglogk

Théoréme
Il existe c3>c, >0 et nge N tels que pour tout p premier et n > ny, il existe A avec

(lg n>czlglglgn <A< (lg n>C3lglglgn’
et un entier (A + 1)-friable M > n avec M| (pA —-1).



200 _1=32.5%.7.11-13-31-41-61-151-331-1321
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..,y petits, mais pas trop petits... 12/18

1??‘?@?

100 < 225 1001 1271 9211 331 1321 < 10000

Théoréme
Avec p, n, A, M comme 1, soient L,S € N tels que A <S5 <L <M. Alors il existe
(et on peut rapidement calculer) des entiers (A +1)-friables Ny, ..., N, tels que :

a) N :=Nj --- Ny divise M (et donc divise p)‘— 1).
) LKNS(A+1)L.

¢) S<KN;<S’pouri=1,...,d.



K:IFqZIFpA, Nn=my- Ny, nl(g—1), n>p

FKTET%) + O{nmg +sknlogn)

(
F(n) <n)

i=1



K:IFqZIFpA, Nn=my- Ny, nl(g—1), n>p

FK(?%) +O(nlgg(tlglgglglglgg+lgn))

1;

(
Fr(n) <n)

i=1



K:Fq:IFpA, Nn=m1- Ny, nl(g—1), n>p

FK(?%) +O(nlgg(tlglgglglglgg+lgn))

1;

(
F(m) < ny

i=1

lgn

c2lglglgn cslglglgn ~
(Ign) <A< (Ign) , ¢ (gl n) lglglg i

niz%




K:Fq:IFpA, Nn=m1- Ny, nl(g—1), n>p

FK(?%) +O(nlgg(tlglgglglglgg+lgn))

1;

(
F(m) < ny

i=1

lgn

c2lglglgn cslglglgn ~
(Ign) <A< (Ign) , ¢ (gl n) lglglg i

niz%

FKn@i) +O(nlgglgn)

(
F(m) < ny

i=1
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w =" : racine n-iéme principale dans K avec 7 pair

—j?

fi=n",  gi=1

ij _ 2ij _ 24 2= (i—))% _
wl=nT=n""" "= i £ 8ij



w =" : racine n-iéme principale dans K avec 7 pair

—j?

fi=n",  gi=1
Wi=pPl=g D= f figi

. 2 2 2 . 2 (M
gi+n:77_(l+n) :17—1 —n —2nz=77—z W (2+z)n:gi



Réduction de Bluestein

w =1?: racine n-iéme principale dans K avec # pair

—j2

fo=nt,  gi=7

Wl =¥l =y =0 = f £

—(i+n)? _  —i*~n*-2ni

Si+n=1 =N _W_izw_<z+i>n:gi

Pour tout P=Py+ -+ P, 1x" e K[x]/(x"—1),0n a

n—1 n—1

j=0 j=0

14/18
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(w =17 racine n-iéme principale dans K avec 1 pair

—j2

fis=nt, o gi=y

Pour tout P=Py+ -+ P, 1x" 'eK[x]/(x"—1),0ona

n—1 n—1
Pi=) P’ =fiY Pfgi; — fi(FG);
j=0 j=0

Fx(n) <Mg(n)+O(Mg(1)n)
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0

My(An) < Mp(n) < Fa(n) +nMu(l) < Z

i=1

+ O(nlgnlgqg)

¢ ¢ ¢
Foi(ni) M, (n1) M, (A1)
)~ S Zl e +0dgnlgg) < ) S+ 03gnlgy)

i=1 !



0

My(An) < Mp(n) < Fa(n) +nMu(l) < Z

i=1

+ O(nlgnlgq)

o~

¢ ¢
F (1) M 1 (n:) M, (A ;)
Z pni < Zl pni +O(gnlgg) X Z pn' +O(lgnlgqg)

i=1 !

Mp()tl/l) < Kmax l\/Ip()an)

An-lg(An)-lgg = Tigice Ang-lg(Ang)- lgq +0()
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0

Mp(An) < Mpu(n) < F(n) +nMu(1) < Z

+ O(nlgnlgqg)

o)

¢
AT /\ ni M i
Z *’(”) < Z ( )+O(lgnlgq) <) ”;A_”)Jroagnlgq)

i=1 i=1 !

MPO‘”) p()\nz)
<
TnlgOm dgg S N T Tg(n) 1gg T

+ O(1)

Théoréme (Harvey—vdH-Lecerf, JACM 2017)
M, (n) = O(nlgp-lg(nlgp) - K'°8 "8P)

N
/
I
~
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0

Mp(An) < Mpu(n) < F(n) +nMu(1) < Z

+ O(nlgnlgqg)

o)

¢
A i /\ 1ni M )\ i
Z *’(”) < Z ( )+O(lgnlgq) <) ”;_”)+o<1gn1gq>

i=1 i=1 !

MPO‘”) p()\nz)
<
TnlgOm dgg S N T Tg(n) 1gg T

+ O(1)

Théoreme (Harvey—vdH, 2017, soumis)
M, (n) = O(nlgp-lg(nlgp) - 4'°8 18P

N
/
~
~
L]
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Frobenius-FFT 16/18

Pour passage [, — I, directement plonger I,[x] C TF,[x]
Comment regagner le facteur A ?
Idée

P(w?) =P(w)”

Corps Babylonien e
e 60=64—¢
o (t°'~1)/(t-1) estirréductible = plongement Foo C Fy[x]/ (x°' —1)

e Pour DFT d'ordre 61, racine primitive w d'ordre 60 pour Frobenius



Implantation dans MATHEMAGIX 17/18

80004 timings in ms -~ Old implementation

~Chen et al.

— GF2X version 1.2

New implementation

size in quad words

10x 10°
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