
Résolution certifiée
d'équations différentielles

Joris van der Hoeven
CNRS

Journée COSYNUS-MAX Palaiseau, 27 mai 2019



Le problème 2/11

Entrées :

• Application 𝒇 :ℝr ⟶ℝr représentée par f1,…, fr ∈ℚ[x1,…,xr]

• Condition initiale 𝑰 ∈ℚr ⊆ℝr en t=0

• Temps T ∈ℚ> ⊆ℝ>

• Tolérance 𝜀∈ℚ>

Sortie :

• Approximation �̃�(T)∈ℚr pour la solution 𝒚=(y1,…,yr) de

𝒚′ = 𝒇(𝒚), 𝒚(0) = 𝑰

avec |�̃�(T)−𝒚(T)|<𝜀



Méthodes de Runge–Kutta 3/11

𝒚n+1 = 𝒚n +h�
i=1

s

bi 𝒗i

𝒗1 = 𝒇(𝒚n),
𝒗2 = 𝒇(𝒚n +h (a2,1 𝒗1)),
𝒗3 = 𝒇(𝒚n +h (a3,1 𝒗1 +a3,2 𝒗2)),

⋮
𝒗s = 𝒇(𝒚n +h (as,1 𝒗1 +as,2 𝒗2 +⋯+as,s−1 𝒗s−1)).
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𝒗1 = 𝒇(𝒚n),
𝒗2 = 𝒇(𝒚n +h (a2,1 𝒗1)),
𝒗3 = 𝒇(𝒚n +h (a3,1 𝒗1 +a3,2 𝒗2)),

⋮
𝒗s = 𝒇(𝒚n +h (as,1 𝒗1 +as,2 𝒗2 +⋯+as,s−1 𝒗s−1)).

Complexité

Ordre p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
# Étapes s 1 2 3 4 6 7 9 11 16 24 34



Certification (d'après Alexandre dS, Chapoutot) 4/11

𝒚′ = 𝒇(𝒚)
𝒚′′ = 𝒇 ′(𝒚) ⋅ 𝒇 (𝒚)

𝒚′′′ = 𝒇 ′′(𝒚) ⋅ (𝒇(𝒚), 𝒇 (𝒚))+𝒇 ′(𝒚) ⋅ 𝒇 ′(𝒚) ⋅ 𝒇 (𝒚)
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⋮

𝒚(p+1) = �
|T|=p+1

𝛼T ΦT(𝒚)
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⋮

𝒚(p+1) = �
|T|=p+1

𝛼T ΦT(𝒚)

�̃�(h)−𝒚(h) = hp+1

(p+1)! �
|T|=p+1

𝛽T ΨT(𝒚)(𝜉), 𝜉 ∈ [0,h]

Complexité : exponentielle en p



Méthodes par séries de Taylor 5/11

𝒚′ = 𝒇(𝒚)
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𝒚k = 1
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1
𝜀 bits :

T
h C(n) ≍ T

𝜀1/n C(n) ≍ T 2
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Méthodes par séries de Taylor 5/11

𝒚′ = 𝒇(𝒚)⟶

𝒚k = 1
k 𝒇 (𝒚)k−1

𝒚(h) = 𝒚0 +𝒚1 h+⋯+𝒚n−1 hn−1 +O(hn)

Complexité (grossière)

• un pas : ≈ calcul C(n) d'une solution en série à l'ordre n
• pour une précision de p=log2

1
𝜀 bits :

T
h C(n) ≍ T

𝜀1/n C(n) ≍ T 2
p
n C(n)

• ce qui donne O(TC(p)) pour n≍p
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Résolution paresseuse 6/11

y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1

(y2)k 1 2
(2y−y2)k 1 0 1 1

1 1 1
× 1 1



Résolution paresseuse 6/11

y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1 0

(y2)k 1 2
(2y−y2)k 1 0

0
1 1
1 1 1
× 1 1 0



Résolution paresseuse 6/11

y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1 0

(y2)k 1 2 1
(2y−y2)k 1 0 −1

0 0
1 1 1
1 1 1 0
× 1 1 0



Résolution paresseuse 6/11

y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1 0 − 1

3
(y2)k 1 2 1

(2y−y2)k 1 0 −1

− 1
3

0 0
1 1 1
1 1 1 0
× 1 1 0 − 1

3
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y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1 0 − 1

3
(y2)k 1 2 1 − 2

3
(2y−y2)k 1 0 −1 0

− 1
3 − 1

3
0 0 0
1 1 1 0
1 1 1 0 − 1

3

× 1 1 0 − 1
3



Résolution paresseuse 6/11

y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1 0 − 1

3 0
(y2)k 1 2 1 − 2

3
(2y−y2)k 1 0 −1 0

0
− 1

3 − 1
3

0 0 0
1 1 1 0
1 1 1 0 − 1

3

× 1 1 0 − 1
3 0



Résolution paresseuse 6/11

y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1 0 − 1

3 0 2
15

(y2)k 1 2 1 − 2
3 − 2

3
(2y−y2)k 1 0 −1 0 2

3

2
15
0 0

− 1
3 − 1

3 −1
3

0 0 0 0
1 1 1 0 − 1

3
1 1 1 0 − 1

3 0
× 1 1 0 − 1
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Résolution paresseuse 6/11

y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1 0 − 1

3 0 2
15 0

(y2)k 1 2 1 − 2
3 − 2

3
4
15

(2y−y2)k 1 0 −1 0 2
3 0

0
2
15

2
15

0 0 0
− 1

3 − 1
3 −1

3 0
0 0 0 0 0
1 1 1 0 − 1

3 0
1 1 1 0 − 1

3 0 2
15

× 1 1 0 − 1
3 0 2

15 0



Résolution paresseuse 6/11

y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1 0 − 1

3 0 2
15 0 −17

315
(y2)k 1 2 1 − 2

3 − 2
3

4
15

17
45

(2y−y2)k 1 0 −1 0 2
3 0 −17

45

−17
315
0 0
2
15

2
15

2
15

0 0 0 0
− 1

3 − 1
3 −1

3 0 1
9

0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 − 1

3 0 2
15

1 1 1 0 − 1
3 0 2

15 0
× 1 1 0 − 1

3 0 2
15 0 −17

315



Résolution paresseuse 6/11

y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1 0 − 1

3 0 2
15 0 −17

315 0
(y2)k 1 2 1 − 2

3 − 2
3

4
15

17
45

−34
315

(2y−y2)k 1 0 −1 0 2
3 0 −17

45 0

−17
315

−17
315

0 0 0
2
15

2
15

2
15 0

0 0 0 0 0
− 1

3 − 1
3 −1

3 0 1
9 0

0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 − 1

3 0 2
15 0

1 1 1 0 − 1
3 0 2

15 0 −17
315

× 1 1 0 − 1
3 0 2

15 0 −17
315



Résolution paresseuse 6/11

y′ = 2y−y2, y(0) = 1

y = 1+� (2y−y2)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
yk 1 1 0 − 1

3 0 2
15 0 −17

315 0
(y2)k 1 2 1 − 2

3 − 2
3

4
15

17
45

−34
315

(2y−y2)k 1 0 −1 0 2
3 0 −17

45 0

−17
315

−17
315

0 0 0
2
15

2
15

2
15 0

0 0 0 0 0
− 1

3 − 1
3 −1

3 0 1
9 0

0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 − 1

3 0 2
15 0

1 1 1 0 − 1
3 0 2

15 0 −17
315

× 1 1 0 − 1
3 0 2

15 0 −17
315

Complexité : C(n)=O(n2 p log p)
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y = 1+� (2y−y2)
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y = 1+� (2y−y2)

0
1 1
1 1 1
× 1 1 0
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y = 1+� (2y−y2)

−1
3

0 0 0 0
1 1 1 0
1 1 1 0
× 1 1 0 −1

3
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y = 1+� (2y−y2)

0
−1

3 − 1
3

0 0 0 0
1 1 1 0
1 1 1 0 −1

3

× 1 1 0 −1
3 0



Résolution détendue 7/11

y = 1+� (2y−y2)

2
15
0 0 0 0

−1
3 − 1

3 − 1
3 0

0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 −1

3 0
1 1 1 0 −1

3 0
× 1 1 0 −1

3 0 2
15



Résolution détendue 7/11

y = 1+� (2y−y2)

0
2
15

2
15

0 0 0 0
−1

3 − 1
3 − 1

3 0
0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 −1

3 0
1 1 1 0 −1

3 0 2
15

× 1 1 0 −1
3 0 2

15 0



Résolution détendue 7/11

y = 1+� (2y−y2)

−17
315
0 0 0 0 0 0 0 0
2
15

2
15

2
15 0 −2

45 0 4
225 0

0 0 0 0 0 0 0 0
−1

3 − 1
3 − 1

3 0 1
9 0 −2

45 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 −1

3 0 2
15 0

1 1 1 0 −1
3 0 2

15 0
× 1 1 0 −1

3 0 2
15 0 −17

315



Résolution détendue 7/11

y = 1+� (2y−y2)

−17
315

−17
315

0 0 0 0 0 0 0 0
2
15

2
15

2
15 0 −2

45 0 4
225 0

0 0 0 0 0 0 0 0
−1

3 − 1
3 − 1

3 0 1
9 0 −2

45 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 −1

3 0 2
15 0

1 1 1 0 −1
3 0 2

15 0 −17
315

× 1 1 0 −1
3 0 2

15 0 −17
315



Résolution détendue 7/11

y = 1+� (2y−y2)

−17
315

−17
315

0 0 0 0 0 0 0 0
2
15

2
15

2
15 0 −2

45 0 4
225 0

0 0 0 0 0 0 0 0
−1

3 − 1
3 − 1

3 0 1
9 0 −2

45 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 −1

3 0 2
15 0

1 1 1 0 −1
3 0 2

15 0 −17
315

× 1 1 0 −1
3 0 2

15 0 −17
315

Complexité : C(n)=O(np log p log p)



Certification 8/11

Idée : pour tout série a intervenant dans le calcul,
calculer a0,…,an−1 et ⌈⌈a⌉⌉n avec ‖an zn +an+1 zn+1 +⋯‖⩽⌈⌈a⌉⌉n



Certification 8/11

Idée : pour tout série a intervenant dans le calcul,
calculer a0,…,an−1 et ⌈⌈a⌉⌉n avec ‖an zn +an+1 zn+1 +⋯‖⩽⌈⌈a⌉⌉n

Complexité : O(np log p), voire O(n)



Qualité des bornes d'erreur 9/11

« Trade-off »

→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→→ →
calcul plus efficace

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←← ←
bornes plus précices
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« Trade-off »
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bornes plus précices

Arithmétique affine

Calculer dépendence de 𝒚(t2) en fonction de 𝒚(t1) :

d𝒚(t2) = 𝑱t1→t2 ⋅d𝒚(t1)

↝ réduit l'« effet d'enveloppement »
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bornes plus précices

Arithmétique affine

Calculer dépendence de 𝒚(t2) en fonction de 𝒚(t1) :

d𝒚(t2) = 𝑱t1→t2 ⋅d𝒚(t1)

↝ réduit l'« effet d'enveloppement »

Stratégie dichotomique

𝑱t1→t3 = 𝑱t2→t3 ⋅ 𝑱t1→t2 (récursivement)

↝ réduit encore plus l'« effet d'enveloppement »

↝ certification et résolution au delà d'une précision p0 se parallèlisent



Arithmétique de boules et HPC 10/11

(avec Grégoire LECERF)

Question : comment évaluer 𝒇 efficacement utilisant une arithmétique
d'intervalles (𝒙=[xlo,xhi]) ou de boules (𝒙=ℬ(xc,xr)) ?

Idée : utiliser une arithmétique de boules « transitoire »

ℬ(a, r)+ℬ(b, s) ≔ ℬ(a+b, r+ s)
ℬ(a, r)−ℬ(b, s) ≔ ℬ(a−b, r+ s)
ℬ(a, r)×ℬ(b, s) ≔ ℬ(a×b, [(‖a‖+ r)× s+‖b‖× r])

Théorème : pour une fonction 𝒇 donnée (par un DAG), et en gonflant
légèrement les rayons des entrées, on montre que cette arithmétique pro-
duit un encadrement correct ↝ supprime la nécessité d'estimer les erreurs
d'arrondi en cours de route.



Merci !

http://www.TEXmacs.org


