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Le probleme 2/1

Entrées :
e Application f: R" — IR" représentée par fi, ..., f, € Q[xy,..., x,]
e Condition initiale e Q"CR"en t =0
e Temps T Q CR~

e Tolérance cc Q~

Sortie :

e Approximation ij(T) € Q" pour la solution y = (y4, ..., y,) de

y' = fy), y0) =1

avec [y(1)—y(T)|<e



Yn+1 = yn+hz bivi

i=1

v1 = f(yn),
vy = f(y,+h(ax1v1)),
v3 = f(yn+h(az1v1+a3v2)),

05 = f(yn +h (as,l 01+ s 207 + e+ Ass—1 7]s—l))-



Yn+1 = yn‘l‘hz bivi

i=1

v = f(Yn),
vy = f(y,+h(ax1v1)),
v3 = f(Yn+h(az1v1+a32072)),

05 = f(yn +h (as,l V1405200 + -+ 0551 Z75—1))-

Complexité

Ordrep | 1] 2| 3| 4| 5] 6] 7] 8] 9[10[11]12][13]14[15]16
# Btapess| 1| 2| 3| 4| 6| 7| 9|11| [|16| |24| |34
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Certification (d'apres Alexandre dS, Chapoutot) 4/11

y' = fy)
y" = f'-fy)
y" =)L)+ @) f @) fy)
y" = )LL) 3T @) ). f ()
+f'y)-f' ) -f ) -f(y)

y(P+1) — Z “Tq)T(y)
IT|=p+1

p+1

. h
g -y = ooy 2, PrErw@, & € [0h]

|TI=p+1

Complexité : exponentielle en p



y' = fy)






y(h) = y()+y1h+ +yn_1hn_1 +OMh™



Méthodes par séries de Taylor 5/11

y' = fy)

Yk = %f(y>k—1
y(h) = yo+yth+- +y, "1+ O™

Complexité (grossiere)

e un pas: =~ calcul C(n) d'une solution en série a l'ordre n



Méthodes par séries de Taylor

y' = fy)

Yk = %f(y>k—1
y(h) = yo+yth+- +y, "1+ O™

Complexité (grossiere)

e un pas: =~ calcul C(n) d'une solution en série a l'ordre n

e pour une précision de p =1og, % bits :

T
gl/n

LCm) = —C(m) = T2:C(n)

5/11



Méthodes par séries de Taylor

y' = fy)
!

Yk = %f(y>k—1
y(h) = yo+yth+- +y, "1+ O™

Complexité (grossiere)
e un pas: =~ calcul C(n) d'une solution en série a l'ordre n

e pour une précision de p =1og, % bits :

T
gl/n

Cn) = T27C(n)

T
ﬁC(Yl) =

e ce qui donne O(T C(p)) pour n=p
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y' = 2y-y’,  y0) =1



y' =2y-y*,  y0) =1
y = 1+ ] Qy-y?



Résolution paresseuse
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Yy
Yy

2y-y®,  y(0) =1
1+f(2y—y2)

6/11

Yk

Yk

Qy—y*)x




Résolution paresseuse

/

Yy
Yy

2y-y®,  y(0) =1
1+f(2y—y2)
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Résolution paresseuse

/

y' =2y-y5, 0 =1

1 +f (Zy—yz)

Yy
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Résolution paresseuse

6/11

y' = 2y-y>,  y0) =1
y = 1+f(2y—y2)
Al I15161718
Vil 1
Y| 1
Qy—-yHil| 1
1
x [ 1




Résolution paresseuse

6/11

y' = 2y-y>,  y0) =1
y = 1+f(2y—y2)
Al I15161718
Vil 1
Y| 1
Qy—-yHil| 1
1
x {1111




Résolution paresseuse

/

y' =2y-y%, 0 =1
y = 1+f(2y—y2)
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Résolution paresseuse
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y' = 2y-y>,  y0) =1
y = 1+f(2y—y2)
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Résolution paresseuse
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Résolution paresseuse
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y' = 2y-y>,  y0) =
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Résolution paresseuse

y' = 2y-y>,  y0) =1
y = 1+f(2y—y2)
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Résolution paresseuse

y' =2y-y5, 0 =1
y =1+ Qy-y)
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Résolution paresseuse
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y' = 2y-y>,  y0) =1
y = 1+f(2y—y2)
2
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Résolution paresseuse

y' =2y-y>, y0) =1
y = 1+f(2y—y2)
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Résolution paresseuse 6/11

y' =2y-y5, 0 =1
Yy = 1+f(2y—y2)
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Résolution paresseuse 6/11

y' =2y-y5, 0 =1
Yy = 1+f(2y—y2)
—1711=17
315([315
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Vel 111101510 55] 0 |55 0 I I o1 X0
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Résolution paresseuse 6/11

y' =2y-y5, 0 =1
Yy = 1+f(2y—y2)
—1711=17
315([315
0100
2Z1ZT0
KNO[112|3(4|5]|6(7]|8 15115 115
———— ol{oflo]0]O0
Vel 111101510 55] 0 |55 0 I I o1 X0
a1 211 =22 2 |1z ]2 3L 31 3 2
Yk 3|73|15 | 45 [315 ollolololololo
2 2 —17
Cy-yu|[1]10-1]0]5][0 510 1{1]{1]{0]-3/0]|5%]|0
1{{1]1]0|-30|&|0 |52
x|[11]0|-30|&|0 52

Complexité : C(n) =O(n*plogp)
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Résolution détendue

y =1 +f Qy—-y?)
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Résolution détendue 7/11

y =1 +f Qy—-y?)
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Complexité : C(n) =O(nplogplogp)



Certification 8/11

Idée : pour tout série z intervenant dans le calcul,
calculer ay, ...,a,_ et [[a]l,, avec ||a,z" + a1 2" + | <[[all,




Certification 8/11

Idée : pour tout série a7 intervenant dans le calcul,
calculer ay, ...,a,_ et [[a]l,, avec ||a,z" + a1 2" + | <[[all,

Complexité : O(nplogp), voire O(n)



« Trade-off »

calcul plus efficace

L 4

N

bornes plus précices



Qualité des bornes d'erreur

« Trade-off »

calcul plus efficace

bornes plus précices

Arithmétique affine

Calculer dépendence de y(f,) en fonction de y(;) :

dy(t2) = Jyot-dy(ty)

~> réduit '« effet d'enveloppement »

9/11



Qualité des bornes d'erreur 9/11

« Trade-off »

calcul plus efficace

bornes pIUS précices

Arithmétique affine

Calculer dépendence de y(f,) en fonction de y(;) :

dy(t) = Jy-t,-dy(tr)
~> réduit '« effet d'enveloppement »

Stratégie dichotomique
]t1—>t3 — ]t2—>t3 ) ]t1—>t2 (récursivement)

~> réduit encore plus '« effet d'enveloppement »

~> certification et résolution au dela d'une précision p se parallelisent



Arithmétique de boules et HPC 10/11

(avec Grégoire LECERF)

Question : comment évaluer f efficacement utilisant une arithmétique
d'intervalles (x =[x}, x1i]) ou de boules (x = B(x,.,x,))?

Idée : utiliser une arithmétique de boules « transitoire »

B(a,r)+Bb,s) = Bla+b,r+5s)
Ba,r)-Bb,s) = Ba=b,r+5s)
Ba,r)xB(b,s) == B(axb,[(lall+7)xs+]blx7])

Théoréme : pour une fonction f donnée (par un DAG), et en gonflant
légerement les rayons des entrées, on montre que cette arithmétique pro-
duit un encadrement correct ~> supprime la nécessité d'estimer les erreurs
d'arrondi en cours de route.
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