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La multiplication comme brique de base pour implanter d'autres opérations

Inversion d'une série formelle

f=T1+fiz++ fro1Z™ '+ fn 2"+ + [ 2"+ O(Z"), m = [g]

g = f+ 0"
h = fg =1 +hpz™+ -+ hpo1 27T+ O(2")
h™' = 1 —hpz™ = —hp1 2"+ O(2")

f' = gh'+0(z")

M(n) : colt de multiplication de deux polyndmes de degré n

T(n) < T(m)+2M(n)+ O(n)
T(n) = O(M(n))
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Inversion d'une matrice

Q(r) : colt pour multiplier deux matrices rxr
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Inversion d'une matrice
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La multiplication comme brique de base pour implanter d'autres opérations

Inversion d'une matrice

TQ2r) = 2T(r)+6Q(r) + O(r?
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La multiplication comme brique de base pour implanter d'autres opérations

Inversion d'une matrice

T(r) = O(Q(r)logr)
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La multiplication comme étalon pour la complexité

Complexités fondamentales

[(N) : colt pour multiplier deux entiers de N chiffres binaires
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Q(r) : coat pour multiplier deux matrices rx r
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Motivation I
La multiplication comme étalon pour la complexité

Complexités fondamentales

[(N) : colt pour multiplier deux entiers de N chiffres binaires
Mi(n) : colt pour multiplier deux polyndomes de degré n dans K[x]
Q(r) : colt pour multiplier deux matrices dans [K"™"

Régularité : I(N)/N, My(n)/n et Qx(r)/r* croissantes
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La multiplication comme étalon pour la complexité

[(N) : colt pour multiplier deux entiers de N chiffres binaires

opération complexité
division euclidienne ~21(N)
racine carrée ~Y31(N)
pgcd / ppcm O(I(N)log N)
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La multiplication comme étalon pour la complexité

[(N) : colt pour multiplier deux entiers de N chiffres binaires

opération complexité
division euclidienne ~21(N)
racine carrée ~Y31(N)
pgcd / ppcm O(I(N)log N)

conversion de base

calcul de e, , ...

O(IN) e )
O(I(N) log N)
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La multiplication comme étalon pour la complexité

[(N) : colt pour multiplier deux entiers de N chiffres binaires

opération complexité
division euclidienne ~21(N)
racine carrée ~Y31(N)
pgcd / ppcm O(I(N)log N)
. log N
conversion de base (I( N) IOgIOgN>
calcul de e, m, ... O(I(N) log N)
DFT, longueur n O(l(n b))
b>log n bits
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Motivation Il i

Mieux saisir des objects algébriques a travers la multiplication

A : «nouvelle » algebre (séries, opérateurs différentiels, nombres flottants, ...)

Complexité d'un probléme sur A (division, factorisation, simplification, ...)

o Illuminant d'étudier la complexité de la multiplication dans A
« — représentations alternatives des objets dans A

« —— techniques développées plus généralement utiles
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I  Multiplication des entiers jusqu'a 1971
Il Boite a outils pour les FFTs

Il Multiplication des entiers en temps O(N log N)
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Multiplication des entiers jusqu'a 1971
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I(N) = ©(N?)
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I(N) = O(N?)




Peut-on faire mieux ? e

I(N) = O(N?) I(N) = O(N'°&*3)

1962



Historique 9135

1962 Karatsuba O(N'083/log2)

1963 Toom O(N2° Ve ie?)

1966 Schénhage O(NZVZIOgN“OgZ(IogN)3/2>

1969 Knuth O( N2 og N )

1971 Pollard O(Nlog Nloglog Nlogloglog N --)
1971 Schonhage-Strassen O(Nlog Nloglog N)

2007 Firer O(N log N 208Ny

2014 Harvey-vdH-Lecerf O(Nlog N 8'°¢™V)

2017 Harvey O(Nlog N6'°&'N)

2017 Harvey-vdH O(NlogN (4 ,/2)"8 ")

2018 Harvey-vdH O(Nlog N 4'°g'N)
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1302 2020 x 3141 5926
a c

(ax+b)-(cx+d) = a-cx*+(a-d+b-c)x+b-d
a-d+b-c = (a+b)-(c+d)-a-c-bH-d

Complexité

I(N) < 3I(N/2)+CN
< 9I(N/4)+>CN



Complexité

Multiplication de Karatsuba

1302 2020 x 3141 5926
a c

(ax+b)-(cx+d) = a-cx?*+(a-d+b-c)x+

a-d+b-c = (a+b)-(c+d)-a-c-

I(N) < 31(N/2)+CN
< 9I(N/4)+2CN
< 271(N/8)+ CN
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Complexité

Multiplication de Karatsuba

1302 2020 x 3141 5926
a c

(ax+b)-(cx+d) = a-cx?*+(a-d+b-c)x+

a-d+b-c = (a+b)-(c+d)-a-c-

I(N)

N

31(N/2)+ CN
9I(N/4)+> CN
271(N/8) + CN

o(N)

YA\

VA

N

N
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Segmentation de Kronecker

4627579679788114 x 4519170871966234

¢
(4627 x>+ 5796 x>+ 7978 x + 8114) x (4519 x3+ 1708 x%+ 7196 x + 6234)



Entiers versus polynomes

Segmentation de Kronecker

4627579679788114 x 4519170871966234

(4627 x>+ 5796 x>+ 7978 x + 8114) x (4519 x3+ 1708 x%+ 7196 x + 6234)

Substitution de Kronecker

(4627 x>+ 5796 x*>+7978 x +8114) x (4519 x3+ 1708 x%+ 7196 x + 6234)

4627000005796000007978000008114 x 4519000001708000007196000006234
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Entiers versus polynomes

Segmentation de Kronecker

4627579679788114 x 4519170871966234
(4627 x>+ 5796 x>+ 7978 x + 8114) x (4519 x3+ 1708 x%+ 7196 x + 6234)
Substitution de Kronecker
(4627 x>+ 5796 x*>+7978 x +8114) x (4519 x3+ 1708 x%+ 7196 x + 6234)

4627000005796000007978000008114 x 4519000001708000007196000006234

004003 =x 2001005 = 20090150230
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Polynomes cycliques 1273

[K : un corps (ou un anneau convenable)
n : longueur de cycle
K[x]/(x"-1) : anneau des polyndmes cycliques de longueur n

bijection

P € K[x], degP <n «—— P € K[x]/(x"-1)
P,Q € K[x], deg(PQ) < n, Calculer PQ < Calculer PQ

Résumé jusqu'a présent

Kronecker Encode
7. — K[ x] —— K][x]/(x" - 1)
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@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C



Transformation de Fourier discréte (DFT) 1335

[K : un corps (ou un anneau convenable)

n : longueur de cycle
2mi

@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C

Théoréme des restes chinois
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Transformation de Fourier discrete (DFT)

[K : un corps (ou un anneau convenable)

n : longueur de cycle
2mi

@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C

Théoréme des restes chinois

(x"=1)

[[ =0
O<k<n

@ K[x]/(x - 0¥

O<k<n

K[x]/(x"-1)

IR
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Transformation de Fourier discrete (DFT)

[K : un corps (ou un anneau convenable)

n : longueur de cycle
2mi

@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C

Théoréme des restes chinois
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[[ =0
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Transformation de Fourier discréte (DFT) 1335

[K : un corps (ou un anneau convenable)

n : longueur de cycle

27t

@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C

Théoréme des restes chinois

(x"=1)

[[ =0
O<k<n

P KIxl/(x-w) = K"

O<k<n

K[x]/(x"-1)

R

Transformation de Fourier discréte

DFT,,
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Transformation de Fourier discréte (DFT) 1335

[K : un corps (ou un anneau convenable)

n : longueur de cycle

27t

@ : racine n-ieme primitive de l'unité dans K, comme w=e " si K=C

Théoréme des restes chinois

(-1 =[] (x-0h

O<k<n

K[x]/(x"-1) = @ Kx]/(x- ") = K"
Os<k<n

Transformation de Fourier discréte

DFT,,

K[x]/(x"-1) == P K[x]/(x- ")
DFT.'  0<k<n

DFT; > —DFT,-



Application a la multiplication 14735

P € K[x]/(x"-1) Q € K[x]/(x"-1)
lDFT lDFT
p e P Kix]/(x- ") Q € P KIx]/(x-w")
O<k<n N Y O<k<n
PQ € P KIx]/(x-w")
O<k<n

lDFT-1

PQ € K[x]/(x"-1)



Application a la multiplication 14735

P € K[x]/(x"-1) Q € K[x]/(x"-1)
lDFT lDFT
p e P Kix]/(x- ") Q € P KIx]/(x-w")
0O<k<n N Y 0O<k<n
PQ € P KIx]/(x-w")
O<k<n

lDFT-1

PQ € K[x]/(x"-1)

Résumé jusqu'a présent

Kronecker Encode
7 I x] ——— IK[x]/(x" = 1) —— K"















K[x]/(x*"-1)



K[x]/ (7= 1) = I/ 7 1) o IK[x]/(x+ 1)



K[x]/(x*"-1)

IR

IR

K[x]/(x"-1)
K[x]/(x"-1)

@
@

E:Xz% =

[x]/(x"+1)
[x]/(x"-1)

= WX

no 1



Fx(2n) < 2Fk(n)+naddyk+ nsuby+nmul



Fx(2n) < 2Fk(n)+naddyk+ nsuby+nmul

~N

K\/

K[x]/(x2" - 1)

=4

K[x]/(x" - 1) @ K[x]/(x" +1)



Fx(2n) < 2Fk(n)+naddyk+ nsuby+nmul

- ——
IK[x]/ (x*" - 1) Kx]/(x"+1)

=

K[x]/(x" - 1) @ K[x]/(x" +1) K[x]/(x"-1)



Analyse de complexité 16735

Fx(2n) < 2Fk(n)+naddk+ nsubyk+nmul

- ——
K[x]/(x*" - 1) K[x]/(x"+1)
K[x]/(x" - 1) @ K[x]/(x" +1) K[x]/(x"-1)

n=2%" — Fy(n) < nIgn(addu(+%mu|w[N)
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Comment choisir [K?

2mi

N fntal
. K=Cj, avec bxlogN, nxjoy» w=e

Il K=[F, avec p=s2'+1, IgpxlogN, n=2’x%, w existe...
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Comment choisir [K?

27t

N fntal
. K=Cj, avec bxlogN, N=jen ©=¢

1. K=TF, avec p=s2'+1, IgpxlogN, n=2’x%, w existe...

. K=Z/2™+1)Z avec m=2'<\/N, n< /N, w=2

Analyse de complexité

I. 1(N) = O(N(log N)) I(N)=O(Nlog Nloglog N ---)



Retour a la multiplication des entiers 17735

Comment choisir [K?

27t

N fntal
. K=Cj, avec bxlogN, N=jen ©=¢

1. K=TF, avec p=s2'+1, IgpxlogN, n=2’x%, w existe...

. K=Z/2™+1)Z avec m=2'<\/N, n< /N, w=2

Analyse de complexité
I. 1(N) = O(N(log N)) I(N)=O(Nlog Nloglog N ---)
1. I(N) = O(NI(log N)) [((N)=O(Nlog Nloglog N ---)



Retour a la multiplication des entiers 17735

Comment choisir [K?

27t

N fntal
. K=Cj, avec bxlogN, N=jen ©=¢

1. K=TF, avec p=s2'+1, IgpxlogN, n=2’x%, w existe...

. K=Z/2™+1)Z avec m=2'<\/N, n< /N, w=2

Analyse de complexité

I. 1(N) = O(N(log N)) I(N)=O(Nlog Nloglog N ---)
1. I(N) = O(NI(log N)) [((N)=O(Nlog Nloglog N ---)
L 15(N)<2 /N I°({/N) + O(N log N) I(N) = O(Nlog Nloglog N)

1°(N): cotit de la multiplication dans Z/(2N+1)Z
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Boite a outils pour les FFTs




n = njny, " = 1, J = o™, om =1

ni-1 ni-1

KIx]/(x"-1) = [ | KIxI/(x"-9% = [ | KIxI/(x™-1) = K"
k=0 k=0



FFT de Cooley—-Tukey généralisée 19/35

n = njny, " = 1, J = o™, oM = 1

ni-1 ni-1

K[x]/(x"-1) = n K[x]/(x™-8% = || KIx]/(x
k=0

n

IR

ny DFTs de longueur n;

K[x]/(x"=1) = (K+---+Kx™ H[x™]/((x")™-1)



. n
n = njny, " = 1, J = o™, om =1

ni-1 ni-1

KIx]/(x"-1) = [ | KIxI/(x"-9% = [ | KIxI/(x™-1) = K"
k=0 k=0

n, DFTs de longueur n4

n multiplications par des puissances de w



FFT de Cooley—-Tukey généralisée 19/35
n = niny, o™ = 1, d = 0™, g™ =1

ni-1 ni-1

K[x]/(x"-1) = ﬂ Kx]/(x™-8% = || KIx]/(x
k=0

IR

|]<n

ny DFTs de longueur n;
n multiplications par des puissances de w

ni1 DFTs de longueur n;



n = njny, " = 1, J = o™, om =1

ni-1 ni-1

KIx]/(x"-1) = [ | KIxI/(x"-9% = [ | KIxI/(x™-1) = K"
k=0 k=0

Fx(n) < nyFi(ny)+n-mul ~+ nyFy(ny)






n = nyny, ninny =1

2/(nZ) = Z/mZ + Z/ny7Z



n = nyny, ninny =1

2/(nZ) = Z/mZ + Z/ny7Z

IR

XZZ) = yZImZ o\ ZimZ



n = nyny, ninny =1

IR

Z/(n1 n2Z) Z/H1Z + Z/nZZ

XZI0Z) = yZImZ o\ ZimZ

IR

KIx]/(x"=1) = KDxl/(x"=1) & Klx.]/(x2" - 1)

[K[XDXZ]/(X{“ - 19X2nz_ 1)

IR



n = nyny, ninny =1

IR

Z/(l’h n2Z) Z/H1Z + Z/nZZ

K ZIn7Z) ~ X1Z/n1Z y XZZ/nzz

K[x]/(x"-1)

IR

KDxq]/(x7" = 1) & K[x2]/(x"~1)
K[x1, 2]/ (X7 = 1, %%~ 1)
K™[x2]/(x3% - 1)

([Km)nz

IR

IR

IR

Fi(n) < nyFi(nq) +niFr(ny)



FFT de GOOd 20/35

n = nin, ninn, = 1
Z/(nnyZ) = Z/nmZ + Z/ny 7
XZ/(nZ) ~ X1Z/n1Z y XZZ/mZ

K[x]/(x"-1)

IR

Kxil/(x7" = 1) ® K[x]/(x;”~1)
K[x3, x2]/ (x7" = 1, %52~ 1)

K™ [xa]/ (x3% = 1)

([|<n1)n2

IR

IR

IR

F(n) < nyFy(nq)+nFi(ny)

La base 12 ou 24 est mieux pour les FFTs que la base 2!



Réduction de Rader

DFT de longueur p=5
( A(1) )
Alw)
A(w?)
A(w?)

\ A(@?) )

A(X) = ap+ a1 x+ar x> +azx>+asx* € K[x]/(x*-1)

\ 44 )
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Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(A Y (111 1 1 [a)
Alw") 1T o' @0 o o*|] a
Alwd) | = | 1 0? 0* 0" 0 || a
A(w?) 1 0 o' 0 W?|] a;

LAY ) 1 0! 0 o o)\ a

A(X) = ap+ a1 x+ar x> +azx>+asx* € K[x]/(x*-1)



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(A )Y (11 1 1 1 Y[a)
Al(w?) 1 0¥ @ 0¥ o || a
A | = |1 0¥ 0 0¥ o || a
A(w?) 1 0 0 0 07 || a

LAY ) 1 0¥ 0 0 0¥ )\ a)



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(A ) (11 1 1 1 \[(a)
Al(w?) 1 0¥ @ 0¥ o || a
A | = |1 0¥ 0 0¥ o || a
A(w?) 1 0¥ 0 0¥ 0 || a

LAWY ) L1 0P 0 0P 0¥ )\ ag )



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(A ) (11 1 1 1 \[(a)
Al(w?) 1 0¥ @ 0¥ o || a
A | = |1 0¥ 0 0¥ ¥ || a
A(w?) 1 0¥ 0¥ 0¥ 0 || a

LAY ) 1 0 0 0¥ o)\ a;s)



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(A Y (111 1 1 [a)
Alw") 1T o' @0 o || a
Alw) | = |1 0? 0* ©® o' || a
A(w?) 1 o 0 o' @ || a4
L A(@) ) 1 @ o 0 o)\ a3



DFT de longueur p=5

(Vo\

Vi
V2

WEY

Vop+ Vi X+ V2X2+ V3X3

Réduction

w ~ N

€ T & &

(' + W x+ 0 x?+ w03 x3) (ug+ uy x + U x> + u3 x3)

modulo x*-1

de Rader
w3\ (Uo\
(,()1 uiq
6()2 u;

4
W)\ Uz

21/35



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(Vo\ (a)1 0?2 o a)3\(u0\
il | 0 o 0 o] u
vl | w0 e W] u

L v3 ) | 0° 0! W ot |\ us

o+ ViXx+ v xi+usx® = (0'+w?x+0*x?+ 03 x3) (ug+ ug x + uy X% + u3 x°)

modulo x*-1

F(p) < MK fixe(p-1)+2p-addik

ik(n) : cott de la multiplication dans K[x]/(x" - 1)
MK fixe(n) : quand un argument est fixe



Réduction de Rader S

DFT de longueur p=5

(Vo\ (a)1 0?2 o a)3\(u0\
il | 0 o 0 o] u
vl | w0 e W] u

L v3 ) | 0° 0! W ot |\ us

o+ ViXx+ v xi+usx® = (0'+w?x+0*x?+ 03 x3) (ug+ ug x + uy X% + u3 x°)

modulo x*-1

F(p) < Mifixe(p—1)+2p-addik
S 2F|]<(p—1)+2p-add|]<

Mix(n) : coat de la multiplication dans K[x]/(x"-1)
MK fixe(n) : quand un argument est fixe












Sin = ,]—(i+n)2 _ q—iz—nz—Zni -i
= I] I [90)

fifigii = 0T -
= "



Pour ay,...,a,-1€IK,

—(i+n)? _

_i%-n?-2ni _ i —(g+i)n - g

gi+n =1

P2+ 2-(i-j? _  a2if _ i)
n ST

fi 1 8i-j =

n-1
aj = ) ajo’ = fiZO (@) f)) &i-j
Jj=



Pour ay,...,a,.1€IK,

Gion = U o i q—izw-(§+")" - g

2,2 N N
fifigi-j=n"" ) = 2 = ol

n-1 n-1

aj = ) ajo’ = fi) (4 f) g
j=0 j=0
—— ~ ~~ o

DFT produit cyclique



k(n) < 3Fk(n)+nmulk (multiplication FFT)
K fixe(n) < 2Fy(n)+nmuly
Fi(n) s MK fixe(n) + 2 nmulk (Bluestein)

F(p) < MK fixe(p—1) +2naddyk (Rader)



Qo+ A1 X+ +ap1 X"



Ao+ a1 X+ +a, 1x", n =30k

Vo -~ -

< [Fy0 < [Fye0 Fy0



Multiplication dans [F)[x] 24735

Ao+ a1 X+ +a, 1x", n =30k

a0+a]x+ P +a29X29+(a30+ . e +a59X29)X30+ e +(an_30+ e e +an_1X29)X30(k—1)
(G J N . G v

Vs — -~

—1F,60 —[F,60 < [F60

Pourquoi [Fye?

2%-1 = 3%-5%-7-11-13-31-41-61-151-331-1321



Multiplication dans [F)[x] 24735

Ao+ a1 X+ +a, 1x", n =30k

a0+a]x+ P +a29X29+(a30+ . e +a59X29)X30+ e +(an_30+ e e +an_1X29)X30(k—1)
(G J N . G v

Vv NV -~

—[F,60 < [F,60 <[F,60

Pourquoi [Fye?

2%9-1 = 3%2.52.7-11-13-31-41-61-151-331- 1321

2 22 2.3 2.5 22.3 2.3.5 23.5 22.3.5 2.3.52



Multiplication dans [F)[x] 24735

Ao+ a1 X+ +a, 1x", n =30k

a0+a]x+ P +a29X29+(a30+ . e +a59X29)X30+ e +(an_30+ e e +an_1X29)X30(k—1)
(G J N . G v

Vv NV -~

—[F,60 < [F,60 <[F,60

Pourquoi [Fye?

2%9-1 = 3%2.52.7-11-13-31-41-61-151-331- 1321

2 22 2.3 2.5 22.3 2.3.5 23.5 22.3.5 2.3.52

2 22 2 2 22 22 2 22 2 22



Multiplication dans [F)[x]

Ao+ a1 X+ +a, 1x", n =30k

a0+a]x+ P +a29X29+(a30+ . e +a59X29)X30+ e +(an_30+ e . +an_1X29)X30(k—1)
(G —~ J N "y Y N —~ .,

—[F,60 < [F,60 —[F,60

Pourquoi [Fye ?

299-1 = 3%.52.7-11-13-31-41-61-151-331- 1321
2 2° 2-3 25 2*.3 2-3.5 2°.5 22.3.5 2.3.5

2 22 2 2 22 22 2 22 2 22
61 _ 1

- est irreductible = [Fwox[F, = F[x]/(x®'-1)
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A= gqp+a1x+-+a,.1x" " € [Fx]



A= gqp+a1x+-+a,.1x" " € [Fx]

A€Fux], [1(2%-1), wl=1, [=n, calculer DFT(A)?



A= gqp+a1x+-+a,.1x" " € [Fx]

A€Fux], [1(2%-1), wl=1, [=n, calculer DFT(A)?

i=0,...,[-1, vl k minimal avec A(w') € [Fv

A(wi) = A(a)i)a A((O)i)z) = A(C()i)z, cens A((a)i)ZM) _ A(wi)z‘H



FFT « de Frobenius » 25/35

A= gqp+a1x+-+a,.1x" " € [Fx]

A€ R x], [1(2%-1), w'=1, [>n, calculer DFT(A)?

i=0,...,[-1, vl k minimal avec A(w') € [Fyv

A = A", AP = A, ..., A7) = A"

v fois plus de coefficients, mais v fois moins de valeurs a calculer



FFT « de Frobenius » 25/35

A= gqp+a1x+-+a,.1x" " € [Fx]

A€ R x], [1(2%-1), w'=1, [>n, calculer DFT(A)?

i=0,...,[-1, vl k minimal avec A(w') € [Fv

A = A", AP = A, ..., A7) = A"

v fois plus de coefficients, mais v fois moins de valeurs a calculer

Au final, on gagne un facteur 2



PARTIE IlI

Multiplication en temps O(nlog n)




Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Une construction soigneuse donne

1°(n) < Cnlogn+2n"1°(n")



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Une construction soigneuse donne

1°(n) < Cnlogn+2n"1°(n")

< Cnlogn+Cnlogn+4n™1°(n")



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Une construction soigneuse donne

[°(n) < Cnlogn+2n1/zle(n1/2)
< Cnlogn+Cnlogn+4n™1°(n")
< Cnlogn+Cnlogn+Cnlogn+8n"1°(n%)



Note sur la multiplication de Schonhage—Strassen

Une construction soigneuse donne

1°(n)

<

Cnlogn+2 n"1°(n")

Cnlogn+Cnlogn +4nl |e(n1/4)

Cnlogn+Cnlogn+Cnlogn+8n%1°(n%)

Cnlogn+

loglogn x

+ Cnlogn+ O(nlogn)
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Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")



Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")
< Cnlogn+0.99Cnlogn+1.98>n"1°(n")



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")
< Cnlogn+0.99Cnlogn+1.98>n™1°(n")
< Cnlogn+0.99 Cnlogn+0.992Cnlogn+1.983n®1°(n%)



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")
< Cnlogn+0.99Cnlogn+1.98>n™1°(n")
< Cnlogn+0.99 Cnlogn+0.992Cnlogn+1.983n®1°(n%)

< O(nlogn)



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")
< Cnlogn+0.99Cnlogn+1.98>n™1°(n")
< Cnlogn+0.99 Cnlogn+0.992Cnlogn+1.983n®1°(n%)

< O(nlogn)

Objectif suivant :
I(n) < Cnlogn+(d-¢)n'"1(n")



Note sur la multiplication de Schonhage-Strassen 27735

Et si...

1°(n) < Cnlogn+1.98n"1°(n")
< Cnlogn+0.99Cnlogn+1.98>n™1°(n")
< Cnlogn+0.99 Cnlogn+0.992Cnlogn+1.983n®1°(n%)

< O(nlogn)

Objectif suivant :

I(n) < Cnlogn+(d-¢e)n'""1(n") ou

l n’ < Cn%logn+n9"I(n)
d-e€



L = K[u]/(u"-1)



Transformations polynomiales de Nussbaumer 28/35

L := Kl[u]/(u"-1)

Schonhage-Strassen

DFT
L{x]/(x"-1) == "

mulp -1y < nmulg+ O(n?log n)



Transformations polynomiales de Nussbaumer

L := K[u]/(u"-1)

Schonhage-Strassen

DFT
L{x]/(x"-1) == "

mulp -y < nmulg+O(n?logn)

Nussbaumer

DFT .
Lluy,...,uq]/(u5=1,...,ul-1) == "

d-1 d
mUll]_[uz ..... ugl/(us-1,...,ulf-1) < n mUII]_"' O(n IOg n)
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Transformations polynomiales de Nussbaumer

L := K[u]/(u"-1)

Schonhage-Strassen

DFT
L{x]/(x"-1) == "

mulp -y < nmulg+O(n?logn)
Nussbaumer

DFT .
Lluy,...,uq]/(u5=1,...,ul-1) == "

muli g, ulw-1,..u-n < n9 "mulp+O(n?log n)
Objectif suivant :

K[x]/ (x™/@-9 1) Klus,...,ugl/(uf=1,...,ul-1)

28/35



S1,-..,54 deux a deux premiers entres eux



S1,-..,54 deux a deux premiers entres eux

FFT de Good

K[x]/(x* %= 1) = Kluy,...,ugl/(uy' = 1,...,u5 - 1)



Restes chinois a la Good o

S1,-..,S4 deux a deux premiers entres eux
FFT de Good
K[x]/ (x4 =1) = Kluy,...,uql/(ui'=1,...,u; -1)
Cadre

« d fixé une fois pour toute (suffisamment grand)
° S1=21
e sk=(1-0(1))2! ., k=2,....d



Restes chinois a la Good o

S1,-..,S4 deux a deux premiers entres eux

FFT de Good
K[x]/(x* % =1) = Kluy,...,uql/(ui'=1,...,u4 - 1)
Cadre
« d fixé une fois pour toute (suffisamment grand)
° S1=21
e se=(1-0(1))2! ., k=2,....d

Klus,...,uql/(ui' =1,...,u; - 1) Kluy,...,uql/(ui=1,...,uf-1)



?
Klui,...,uql/(u] =1, 0 =1 —— Kuy,...,uql/(u]-1,...,u5-1)



Kluy,...,uql/(uy' = 1,...,uf = 1) Klus,...,uql/(ui'=1,...,u; - 1)
N
Klun, ..., ugl/ (uf' = 1,us™ =1, g™t =)



Kluy,...,uql/(uy' = 1,...,uf = 1) Klus,...,uql/(ui'=1,...,u; - 1)
N
Klun, ..., ugl/ (uf' = 1,us™ =1, g™t =)

Exemple

s =28 sy = 2841, 53 = 32241, s, = 132841



Premiere approche par Rader 30735

Kluy,...,uql/(ui' = 1,...,u5 - 1)

N\
K[us,..., ugl/(ui' =1, 0@ =1, 0§ -1)
Exemple
s1 =25 s =2%41,  s3=3-2%+41, 55 = 13-2%+1
Constante de Linnik
P(a, k) := min{ck+a:c€IN,ck+ aest premier}
P(k) := max{P(ak):0<a<k,ank=1}

L constante de Linnik :< P(k) = O(k")



Premiere approche par Rader 30735

Kluy,...,uql/(ui' =1,...,u5 - 1)
N

Klur, . ugl/ (= 1,08 =1, ™ =)

b

Exemple
s =25 s = 2841, 53 =3:2841, s, = 13-28+1

Constante de Linnik

P(a, k) min{ck+a:c€N,ck+a est premier}
P(k) := max{P(a,k):0<a<k,ank=1}
L constante de Linnik :< P(k) = O(k")

Empiriquement : P(k) = O(klog? k)



Constante de Linnik

P(a, k) min{ck+a:c€N, ck+ aest premier}
P(k) max{P(a, k):0<a<k,ank=1}
L constante de Linnik :< P(k) = O(k%)

. . . . 1
S'il existe une constante de Linnik L<1 + 05 alors

[(N) = O(NlogN).

S'il existe une constante de Linnik L<1+27"%2 alors

Mg,(n) = O(nlogqlog(nlogq)),

uniformément en q.
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VA
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DFT, < Permutation

CS N N s
o E
Ct DFT; R ; Permutatnon) Ct

B —22( )2
(Su) = a1Zem5
JEZ
22k _iy2
(T u)g := Ze re Gy,

jez



Permutation

N
7

Permutation

AN
7

220k _Jy2
AN ettt
(Su)y = «a Ee £ uj
j€Z

a2tk _iy2
> ety

jez

(9u)k :



Matrices de rééchantillonage

Matrice pour & quand s=10, t=13 et =2

0.3142
0.0779
0.0076
2.9e-4
4.4e-6
2.7e-8
2.7e-8
4.4e-6
2.9e-4
0.0076
0.0779
| 0.3142

0.2280

0.3982
0.1305
0.0169
8.6e-4
1.7e-5
1.3e-7
5.3e-9
1.0e-6
9.2e-5
0.0032
0.0428

0.0216
0.1522
0.4230

0.2011

4.2e-4
0.0100
0.0934
0.3432

0.0344 0.2849

0.0023
6.1e-5
6.5e-7
3.5e-9
2.3e-7
2.6e-5
0.0012

0.0644 0.3714

0.0057
2.0e-4
2.8e-6
1.5e-8
4.7e-8
7.1e-6

1.7e-6
1.3e-4
0.0043
0.0527
0.2561

0.1109
0.0131
6.0e-4
1.1e-5
8.1e-8
8.9e-9

2.9e-9 1.7e-6
3.9e-7 8.9e-9
4.0e-5 8.1e-8
0.0017 1.1e-5
0.0274 6.0e-4
0.1757 0.0131
0.1109
0.3714
0.1757
0.0274 0.2561
0.0017 0.0527
4.0e-5 0.0043
3.9e-7 1.3e-4

4.2e-4
7.1e-6
4.7e-8
1.5e-8
2.8e-6
2.0e-4
0.0057
0.0644
0.2849

0.3432
0.0934
0.0100

0.0216
0.0012
2.6e-5
2.3e-7
3.5e-9
6.5e-7
6.1e-5
0.0023
0.0344
0.2011

0.4230
0.1522

0.2280 |
0.0428
0.0032
9.2e-5
1.0e-6
5.3e-9
1.3e-7
1.7e-5
8.6e-4
0.0169
0.1305
0.3982
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Matrices de rééchantillonage 3373

Matrice pour 9 quand s=10,t=13 et =2

59e-10 1.2e-37 9.8e-84 2.6e-148 5.2e-231 2.6e-148 9.8e-84 1.2e-37 5.9e-10 |
3.4e-6 1.0e-14 1.2e-46 5.3e-97 8.1e-166 1.6e-210 9.2e-132 1.8e-71 1.3e-29
1.4e-22 0.0021 0.0108 1.9e-20 1.3e-56 3.0e-111 2.5e-184 1.0e-190 3.3e-116 3.6e-60
7.6e-50 1.6e-16 3.7e-5 3.8e-27 1.3e-67 1.8e-126 8.4e-204 7.1e-172 1.2e-101
4.7e-88 1.6e-40 2.0e-11 1.3e-8 7.7e-35 1.5e-79 1.1e-142 2.8e-224 4.9e-154
3.6e-137 1.9e-75 3.6e-32 2.4e-7 5.2e-13 1.6e-43 1.8e-92 7.2e-160 2.4e-217
3.3e-197 2.7e-121 8.1e-64 8.5e-25 3.2e-4 2.0e-18 3.5e-53 2.2e-106 4.8e-178
3.3e-197 4.8e-178 2.2e-106 3.5e-33 2.0e-18 3.2e-4 8.5e-25 8.le-64 2.7e-121
3.6e-137 2.4e-217 7.2e-160 1.8e-92 1.6e-43 5.2e-13 24e-7 3.6e-32 1.9e-75
4.7e-88 4.9e-154 2.8e-224 1.1e-142 1.5e-79 7.7e-35 1.3e-8 2.0e-11 1.6e-40
7.6e-50 1.2e-101 7.1e-172 8.4e-204 1.8e-126 1.3e-67 3.8e-27 3.7e-5 1.6e-16
1.4e-22 3.6e-60 3.3e-116 1.0e-190 2.5e-184 3.0e-111 1.3e-56 1.9e-20 0.0108  0.0021
3.4e-6 1.3e-29 1.8e-71 9.2e-132 1.6e-210 8.1e-166 5.3e-97 1.2e-46 1.0e-14




Matrices de rééchantillonage 3373

Matrice pour 9 quand s=10,t=13 et =2

59e-10 1.2e-37 9.8e-84 2.6e-148 5.2e-231 2.6e-148 9.8e-84 1.2e-37 5.9e-10 |
3.4e-6 1.0e-14 1.2e-46 5.3e-97 8.1e-166 1.6e-210 9.2e-132 1.8e-71 1.3e-29
1.4e-22 0.0021 0.0108 1.9e-20 1.3e-56 3.0e-111 2.5e-184 1.0e-190 3.3e-116 3.6e-60
7.6e-50 1.6e-16 3.7e-5 3.8e-27 1.3e-67 1.8e-126 8.4e-204 7.1e-172 1.2e-101
4.7e-88 1.6e-40 2.0e-11 1.3e-8 7.7e-35 1.5e-79 1.1e-142 2.8e-224 4.9e-154
3.6e-137 1.9e-75 3.6e-32 2.4e-7 5.2e-13 1.6e-43 1.8e-92 7.2e-160 2.4e-217
3.3e-197 2.7e-121 8.1e-64 8.5e-25 3.2e-4 2.0e-18 3.5e-53 2.2e-106 4.8e-178
3.3e-197 4.8e-178 2.2e-106 3.5e-33 2.0e-18 3.2e-4 8.5e-25 8.le-64 2.7e-121
3.6e-137 2.4e-217 7.2e-160 1.8e-92 1.6e-43 5.2e-13 24e-7 3.6e-32 1.9e-75
4.7e-88 4.9e-154 2.8e-224 1.1e-142 1.5e-79 7.7e-35 1.3e-8 2.0e-11 1.6e-40
7.6e-50 1.2e-101 7.1e-172 8.4e-204 1.8e-126 1.3e-67 3.8e-27 3.7e-5 1.6e-16
1.4e-22 3.6e-60 3.3e-116 1.0e-190 2.5e-184 3.0e-111 1.3e-56 1.9e-20 0.0108  0.0021
3.4e-6 1.3e-29 1.8e-71 9.2e-132 1.6e-210 8.1e-166 5.3e-97 1.2e-46 1.0e-14

-1

t 1 T § . DFT,
—>1+— == DFT; precise via C°*—C >
s a?

M M
C'—>C'—C*—C*




Z

Plongement

C[x]/(x\;“'rd—1)

Restes chinois a la Good

Cluy,...,uql/(uf=1,...,ud=1)

Multiplication FFT

4

DFT(ry,...,ry) sur Clui]/(uf-1)

Rééchantillonage gaussien

A4

DFT(ry,...,r1) sur Clui]/(uf-1)

Réduction de Bluestein

A4

Cluy,...,uql/ (U =1,...,uf-1)
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