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R�esum�e

Malgr�e l'omnipr�esence de d�eveloppements asymptotiques en math�ematiques,

les d�e�nitions qui en sont donn�ees di��erent d'un auteur �a l'autre. Nous pro-

posons ici un cadre g�en�eral dans lequel on peut e�ectuer des d�eveloppe-

ments asymptotiques, tout en leur gardant un sens. Il va s'agir d'�etablir des

d�eveloppements asymptotiques et d'en tirer pro�t num�eriquement. A titre

d'application, nous donnons une nouvelle m�ethode de d�eveloppement formel

des fonctions exp-logs modulo un oracle d�eterminant le signe des constantes

exp-logs. Pour r�ealiser ceci, nous pr�esentons un certain nombre d'outils ef-

fectifs g�en�eraux, permettant de g�en�eraliser ce r�esultat ult�erieurement. Plus

pr�ecisement, ce papier est le \�l guidant" pour la mise au point d'une th�eorie

plus compl�ete.

Mots cl�es : D�eveloppement asymptotique, fonction exp-log, transs�erie, an-

neau ordonn�e, anneau asymptotique, belordre, algorithme.

1 Introduction

En math�ematiques, les d�eveloppements asymptotiques se rencontrent partout. Pour-

tant, il y a une grande divergence dans la fa�con dont les di��erents auteurs traitent

ce sujet et même en ce qui concerne la d�e�nition propre des d�eveloppements asymp-

totiques. En e�et, les d�eveloppements les plus simples sont de la forme a

0

+ a

1

x+

a

2

x

2

+ � � � et on peut tr�es bien s'y restreindre dans un cadre limit�e. De fa�con plus

g�en�erale, on peut consid�erer des d�eveloppements asymptotiques par rapport �a u-

ne �echelle, comme dans [Bour 51]. Mais l'inconv�enient de cette d�e�nition est qu'il

faut pr�eciser l'�echelle, or souvent l'�echelle naturelle �a prendre d�epend pr�ecisement

essentiellement du proc�ed�e qui a donn�e suite au d�eveloppement asymptotique. On a

propos�e beaucoup d'autres d�e�nitions, presque toutes avec des d�esavantages (com-

ment traiter des d�eveloppements en plusieurs variables, quels coe�cients prendre,

etc.).
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Nous ne pr�etendons pas pouvoir r�esoudre tous ces probl�emes. En revanche, nous

donnons dans la suite une d�e�nition tr�es g�en�erale (probablement englobant beau-

coup d'anciennes d�e�nitions), qui donne lieu �a des m�ethodes tr�es g�en�erales de calcul

num�erique, ainsi que formel. Avant de pr�esenter notre d�emarche, rappelons l'origine

des d�eveloppements asymptotiques. Initinalement, il a dû y avoir deux raisons �a leur

introduction :

� Pouvoir exprimer le comportement limite d'une fonction �a partir des fonctions

usuelles.

� En tirer pro�t pour calculer des valeurs approch�ees de la fonction quand on

s'approche de cette limite.

La premi�ere raison soul�eve la question de ce qu'est une fonction usuelle. Il

ne semble pas exister de d�e�nition convenable, du fait, encore, que la d�e�nition

d�epende de la nature du processus qui a donn�e lieu �a la fonction. C'est pour-

quoi, notre d�e�nition sera vague de ce point de vue, et nous utiliserons juste des

symboles formels pour les fonctions de base �a partir desquelles nous faisons nos

d�eveloppements. Nous remarquons n�eanmoins qu'il existe des classes de fonctions,

comme les

transs�eries (voir la section 3.3), ou les fonctions analysables (voir [Ec 92]), qui ont de

bonnes propri�et�es de clôture en ce qui concerne la r�esolution des �equations alg�ebrico-

di��erentielles �a di��erences. Si on veut vraiment une d�e�nition de fonction usuelle, il

faudrait probablement chercher dans cette direction.

La deuxi�eme raison conduit �a s'interroger sur la fabrication d'un proc�ed�e de calcul

�a partir d'un d�eveloppement asymptotique. Ce proc�ed�e devrait fournir les termes

du d�eveloppement un par un et les sommer jusqu'�a ce que la pr�ecision requise soit

obtenue. Ceci donne �a nouveau lieu �a une subtilit�e : comment savoir si on a atteint ou

si on peut atteindre cette pr�ecision. Lorsque l'on dispose, en plus du d�eveloppement,

d'une majoration des termes d'erreur, on peut d�etecter si la pr�ecision requise est

obtenue, sans n�ecessairement pouvoir assurer que le processus s'arrête. Lorsque l'on

sait que le d�eveloppement converge, alors on peut obtenir la pr�ecision voulue en

it�erant su�samment longtemps, sans n�ecessairement savoir quand. A cause de cette

subtilit�e, il est utile de pouvoir utiliser des algorithmes l�eg�erements di��erents, en

fonction du cas o�u l'on se trouve, et qui peuvent, si possible, même dans le pire des

cas, donner des approximations relativement convenables.

Pour en revenir sur les d�eveloppements asymptotiques formels : la plus grande

partie de ce papier leur est consacr�ee. A titre d'application nous nous sommes at-

tach�es �a donner un nouvel algorithme de comparaison de fonctions exp-logs modulo

un oracle d�ecidant du signe d'une constante exp-log. L'existence d'un tel algorithme

a �et�e montr�ee pour la premi�ere fois dans [DaG�o 84]. Shackell a �et�e le premier �a en

obtenir explicitement un (voir [Sh 90]), mais son algorithme ne semble pas tr�es ap-

plicable dans la pratique. R�ecemment, Gonnet et Gruntz ont donn�e un algorithme
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pratique, qu'ils ont implant�e et qui a de bonnes performances (voir [GoGr 92]). Dans

les sections 2 et 3 nous d�eveloppons un certain nombre d'outils permettant d'�eclaircir

les techniques qui peuvent être employ�ees pour obtenir des d�eveloppements asymp-

totiques et ceci même dans des cadres plus g�en�eraux. Ces techniques conduisent �a

de nouveaux algorithmes. En particulier nous avons retrouv�e de fa�con ind�ependante

l'algorithme de Gonnet et Gruntz. Cependant, il faut pr�eciser que dans le cas du

probl�eme de la comparaison des fonctions exp-logs, nous n'avons pas v�eritablement

besoin de nos nouvelles techniques. Nous avons pourtant choisi ce probl�eme comme

exemple d'application, parce que c'est une des applications les plus faciles. Pour

l'avenir nous pensons qu'il pourrait y en avoir d'autres, mais ceci n�ecessitera de

prolonger l'�etude entreprise.

En ce qui concerne l'organisation des di��erentes sections : la deuxi�eme section est

consacr�ee aux belordres. Nous r�esumons d'abord un certain nombre de r�esultats clas-

siques et en �etablissons ensuite quelques nouveaux. Pour un traitement plus complet

nous renvoyons vers [VdH *a]. La troisi�eme section porte sur l'alg�ebre asymptotique,

le domaine qui nous fournit une base th�eorique par la suite. On peut la consid�erer

comme un remplacant de la th�eorie des corps de Hardy (voir [Har 10], [Har 11]),

utilis�ee par nos pr�ed�ecesseurs. En e�et, l'alg�ebre asymptotique comprend l'�etude

alg�ebrique des relations asymptotiques comme la dominance, la comparaison, etc.

dans un cadre tr�es g�en�eral. Cependant, nous ne d�eveloppons que les parties esssen-

tielles pour la suite de cette th�eorie. Pour une �etude plus profonde, nous renvoyons

vers [VdH *b].

La quatri�eme section concerne les m�ethodes g�en�erales pour obtenir formellement

des d�eveloppements asymptotiques (section 4.3) et pour les exploiter num�eriquement

(section 4.2). La section 5 contient l'application aux fonctions exp-logs et nous y

�etablissons �egalement quelques r�esultats de nature structurelle sur les fonctions exp-

logs. Un algorithme de comparaison des constantes bas�e sur les même techniques et

modulo la conjecture de Schanuel en th�eorie de nombres sera donn�e dans [VdH *c].

Pour une discussion sur l'int�erêt de cette conjecture dans notre contexte, je renvoie

vers [Sh 92].

Pour terminer, je tiens �a remercier Maurice Pouzet, Bruno Salvy et Jean Marc

Steyaert pour les discussions fructueuses que j'ai pu avoir avec eux. Je remercie

�egalement Fabrice Lefebvre de l'aide qu'il m'a apport�e lors de l'installation de divers

logiciels, qui m'ont servi �a r�ediger cet article.
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2 Introduction aux belordres

2.1 Introduction

Les belordres constituent le premier outil dont nous auront besoin par la suite.

Un belordre est une relation d'ordre

1

bien fond�e sans antichâ�ne in�nie. Ceci veut

dire qu'il n'y a pas de suite in�nie strictement d�ecroissante, ni d'ensemble in�ni

d'�el�ements deux �a deux incomparables. Leur int�erêt vient du fait que plus tard un

d�eveloppement asymptotique sera une somme index�ee par les �el�ements d'un be-

lordre. Les principaux r�esultats sur les belordres concernent ce que nous appelons

des constructions �el�ementaires. Plus pr�ecisement, on montre comment fabriquer des

nouveaux belordres �a partir des anciens �a l'aide de ces constructions. Plus tard,

ces constructions correspondent naturellement aux op�erations �el�ementaires sur les

d�eveloppements asymptotiques.

Les belordres apparaissent sous beaucoup de formes en math�ematiques et sont

fr�equemment red�ecouverts. Le premier r�esultat classique est le lemme de Dickson

(N

n

est un belordre). Ensuite, il y a les th�eor�emes de Higman et de Kruskal, concer-

nant les mots et les arbres. Pour une discussion assez compl�ete nous renvoyons

vers [Pouz *]. Dans la section 2.2 nous r�esumons les r�esultats dont nous aurons be-

soin dans la suite. Dans la section 2.3 nous montrons sous quelques r�eserves que des

constructions �el�ementaires de la section 2.2 sont en faite e�ectuables par algorithme.

Dans la section 2.4 nous montrons que l'alg�ebre Bool�eenne engendr�ee par les parties

�nales d'un belordre v�eri�e des propri�et�es int�eressantes vis-�a-vis les constructions

�el�ementaires.

Nous aurons �egalement besoin de quelques d�eriv�ees subtiles de la notion de

belordre. Par exemple, pour pouvoir faire des calculs num�eriques �a l'aide d'un

d�eveloppement asymptotique, la notion l�eg�erement moins forte d'ordre inductif (qui

est un ordre bien fond�e, dont chaque �el�ement poss�ede qu'un nombre �ni de succes-

seurs) su�t. On montre qu'en particulier tout belordre est un ordre inductif. On

obtient une autre variante de la notion de belordre en lui imposant d'être propre

(voir la d�e�nition dans la section 2.2). Or, la chose essentielle que toutes ces variantes

des belordres ont en commun est la stabilit�e vis-�a-vis des constructions �el�ementaires.

1

Nous convenons qu'une relation d'ordre est une relation r�e
exive, transitive et antisym�etrique.

Les ordres dans ce papier seront donc a priori partiels et quand on aura a�aire �a des ordres totaux,

nous le pr�eciserons.

Nous remarquons �egalement que certaines personnes pr�ef�erent lever la condition d'antisym�etrie

dans la d�e�nition d'un belordre. Ce point de vue n'est pas plus g�en�eral, du fait qu'�a un tel quasi

ordre � on peut canoniquement associer un ordre en identi�ant des �el�ements x et y, tels que

x � y � x.

En�n, nous commettrons souvent l'abus de langage de confondre les ensembles avec leurs struc-

tures sous-jacentes. Par exemple, on dira souvent que E est un belordre, au lieu de dire que E

est un ensemble muni d'une relation de belordre. La même remarque s'applique dans les autres

sections lorsque l'on consid�ere des ensembles muni d'une structure alg�ebrique.
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2.2 Rappels sur les belordres

Rappelons d'abord un peu de terminologie. Une partie �nale d'un ordre � sur E

est une partie F � E, v�eri�ant x 2 F ^ x � y ) y 2 F . On note par (A) = fy 2

Ej9x2A x � yg la partie �nale engendr�ee par A � E. Ensuite, la r�eunion disjointe

de deux ordres est l'ordre sur la r�eunion disjointe des ensembles sous-jacents, dont

les deux sommants sont mutuellements incomparables et dont l'ordre sur chaque

sommant est l'ordre induit. L'ordre produit de deux ordres sur E resp. F est l'ordre

par composants sur E�F . Soit maintenant (E;�

E

) un ensemble ordonn�e et soit E

�

l'ensemble de mots �a valeurs dans E. On munit E

�

de sa relation d'ordre \naturel"

�

E

�

d�e�nie par : x

1

� � � x

n

�

E

�

y

1

� � � y

m

, ss'il existe une application ' strictement

croissante de f1; � � � ; ng dans f1; � � � ;mg, telle que x

i

�

E

y

'(i)

, pour tout 1 � i � n.

C'est l'ordre d'abritement de Higman. On peut consid�erer la relation d'�equivalence

� sur E qui rend �equivalents tout couple de mots identiques �a une permutation des

lettres pr�es. L'ensemble E

�

= E

�

= � est l'ensemble de multiensembles d'�el�ements de

E. Comme � est compatible avec � (c.�a.d. que x � y et x � x

0

implique l'existence

d'un y

0

� y, tel que x

0

� y

0

), cet ensemble est canoniquement muni d'un ordre �

E

�

(une classe est inf�erieure �a une autre, si un repr�esentant de l'un est inf�erieure �a un

repr�esentant de l'autre). Par abus de notation, nous noterons les �el�ements de E

�

encore par des mots, bien qu'il soit sous-entendu que les lettres commutent. Nous

remarquons qu'un �el�ement de E

�

peut toujours être repr�esent�e par x

1

� � �x

n

2 E

�

,

o�u x

i

< x

j

implique i < j. Si E est muni d'un ordre total, cette repr�esentation est

canonique.

Notre objectif principal dans cette section est de fabriquer des belordres en u-

tilisant des constructions �el�ementaires, comme la somme, le produit, etc. Donnons

d'abord une caract�erisation des belordres.

Proposition 1. Soit E un ensemble ordonn�e. Les trois propositions suivantes sont

�equivalentes :

(a) l'ordre sur E est un belordre.

(b) Toute partie �nale de E est �niment engendr�ee.

(c) Toute suite �a valeurs dans E admet une sous suite extraite croissante.

D�emonstration. Soit F une partie �nale d'un belordre et G � F l'ensemble des

�el�ements minimaux de F . G est une antichâ�ne, donc �ni. De plus G engendre F , car

un belordre est bien fond�e. R�eciproquement, si x

1

; x

2

; � � � est une antichâ�ne in�nie

ou une suite strictement d�ecroissante in�nie, pour un certain ordre, la partie �nale

engendr�ee par fx

1

; x

2

; � � � g n'est pas �niment engendr�ee. Ceci d�emondre (a) , (b).

Soit maintenant une suite fx

1

; x

2

; � � � g �a valeurs dans l'ensemble E muni d'un

belordre. Extrayons une sous suite croissante fx

i

1

; x

i

2

; � � � g par le proc�ed�e suivant :

On appelle F

n

la partie �nale engendr�ee par les x

k

, avec k > i

n

et x

k

� x

i

n

en

convenant que F

0

= E. On suppose par r�ecurrence que la suite admet une in�nit�e
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de termes dans F

n

. Or F

n

admet un nombre �ni de g�en�erateurs et nous pouvons donc

choisir un g�en�erateur x

i

n+1

, avec i

n+1

> i

n

et tel que la suite admet une in�nit�e de

termes dans F

n+1

. R�eciproquement, il est �evident que l'on ne peut pas extraire une

sous suite croissante d'une antichâ�ne in�nie ou d'une suite strictement d�ecroissante

in�nie. Ceci d�emontre (b) ) (c) ) (a). ~

Nous avons trois corrolaires triviaux de la proposition pr�ec�edente, qui sont �egalement

trivialement vrais, si on remplace belordre par ordre inductif.

Corollaire 1. Tout ordre total bien fond�e est un belordre.

Corollaire 2. Toute r�eunion disjointe de deux belordres est un belordre.

Corollaire 3. Tout ordre produit de deux belordres est un belordre.

Corollaire 4. Soit (E;�) un ensemble belordonn�e et � une relation d'�equivalence

compatible avec �. Alors E= � est belordonn�e par son ordre quotient.

Un r�esultat plus profond sur les belordres est le

Th�eor�eme 1. (Higman) Soit (E;�

E

) un ensemble belordonn�e. Alors E

�

est be-

lordonn�e par �

E

�

.

D�emonstration. Raisonnons par l'absurde et supposons que l'ensemble des anti-

châ�nes in�nies (vues comme des suites) A soit non vide. On muni A de l'ordre

(lexicographique) �

A

suivant : fx

i

g

i2N

�

A

fy

i

g

i2N

, si pour un certain n, les x

i

et y

i

sont �egaux ou incomparables, pour 0 � i < n et x

n

�

E

�

y

n

. En choississant d'abord

x

0

, puis x

1

et ainsi de suite on s'aper�coit qu'il existe un x 2 A, qui est minimal pour

�

A

.

Or, consid�erons maintenant la suite fx

i;1

g

i2N

. On peut en extraire une sous suite

croissante fx

'(i);1

g

i2N

. Maintenant considerons la suite

x

0

; � � � ; x

'(0)�1

; x

0

'(0)

; x

0

'(1)

; � � � ;

o�u x

0

'(k)

d�esigne le mot x

'(k)

priv�e de sa premi�ere lettre. Cette suite est inf�erieure �a

x, donc pas dans A. On v�eri�e qu'il existe alors un 0 � j � '(0) � 1 et un k, tel

que x

0

'(k)

�

E

�

x

j

. On peut supposer j minimal. Il s'en suit que la suite

x

0

; � � � ; x

j�1

; x

0

'(k)

; x

0

'(k+1)

; � � � ;

qui est �egalement inf�erieure �a x appartient �a A, d'o�u une contradiction. ~

Corollaire. Soit (E;�

E

) un ensemble belordonn�e. Alors l'ordre �

E

�

sur E

�

est

�egalement un belordre.
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On laisse au soin du lecteur de v�eri�er que lorsque E est muni d'un ordre induc-

tif, alors il en est de même pour E

�

et E

�

.

Nous terminons cette sous-section par quelques d�e�nitions. Nous disons qu'un

�el�ement x d'un ordre E est atteignable, s'il existe x

1

� � � � � x

n

= x dans E, tel que

chaque x

i+1

soit un successeur de x

i

et tel que x

1

est un �el�ement minimal de E. Nous

quali�erons de propre tout ordre, dont chaque �el�ement est atteignable. Nous laissons

au lecteur le de v�eri�er que les constructions �el�ementaires conservent la propret�e d'un

ordre, avec cette petite r�eserve que les seuls ordres totaux propres sont ceux qui sont

isomorphes �a un ordre �ni ou �a N. Remarquons �egalement qu'un ordre propre n'est

pas toujours bien fond�e. En�n, nous disposons d'une caract�erisation des belordres

propres :

Proposition 2. Soit E un ensemble belordonn�e. Alors les propositions suivantes

sont �equivalentes :

(a) l'ordre sur E est propre.

(b) Chaque �el�ement non minimal de E est successeur d'un �el�ement.

(c) Pour tout x 2 E, x est parmi les �el�ements minimaux du compl�ement d'une

partie initiale �nie de E.

D�emonstration. L'�equivalence entre (a) et (b) est triviale et est même v�eri��ee

lorsque l'ordre sur E n'est que bien fond�e. L'implication (c) ) (b) est facile en

remarquant que si pour x 2 E, on prend une partie initiale I �nie v�eri�ant les

hypoth�eses, alors x est successeur d'un �el�ement de I. Finalement, supposons que

(b) soit v�eri��e et soit x 2 E. Consid�erons l'ensemble I

x

= fy 2 Ejy < xg. x est

clairement un �el�ement minimal de E� I

x

. Montrons par l'absurde que I

x

est �ni. Si

I

x

est in�ni, il existe un pr�ed�ecesseur x

0

de x (n�ecessairement sans I

x

), tel que I

x

0

est in�ni, car les pr�ed�ecesseurs de x formant une antichâ�ne sont en nombre �ni. En

r�epetant ce proc�ed�e et en appliquant l'axiome du choix, nous construisons une suite

descendante in�nie, contredisant les hypoth�eses. ~

2.3 Sur les belordres algorithmiques

Dans la suite nous aurons besoin de pouvoir faire des calculs e�ectifs �a partir des

ordres inductifs et des belordres. Ainsi, on dit qu'un ordre inductif E est algo-

rithmique, si la comparaison est e�ective et si on peut calculer l'ensemble �ni des

�el�ements minimaux M

E

de E ainsi que l'ensemble �ni de successeurs S

E

(x) =

M

(x)�fxg

de chaque �el�ement x 2 E par algorithme. De plus, nous exigeons que

l'ordre soit propre. Comme exemples nous avons tous les ordres que l'on obtient �a

l'aide des constructions �el�ementaires :
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1. Tout ensemble �ni E muni d'un ordre algorithmique. M

E

et S

E

(x) peuvent

être calcul�es de fa�con exhaustive. Dans les cas courant, o�u toutes les �el�ements

sont comparables, o�u quand E = f1; � � � ; ng, il est possible de donner (on le

laisse au soin du lecteur) des algorithmes plus rapides.

2. L'ensemble N, avec M

N

= f0g et S

N

(n) = fn + 1g. L'ordre sur N est l'ordre

classique.

3. Si E et F sont des ordres inductifs algorithmiques, alors E q F en est un,

avec M

EqF

= M

E

[M

F

et S

EqF

(x) = S

E

(x) (resp. S

F

(x)), si x 2 E (resp.

F ). On a x �

EqF

y, ssi x et y appartiennent au même composant et x y est

inf�erieur �a y.

4. Si E et F sont des ordres inductifs algorithmiques, alors E � F en est un,

avec M

E�F

= M

E

�M

F

et S

E�F

((x; y)) = S

E

(x)� fyg [ fxg � S

F

(y). On

a (x; x

0

) �

E�F

(y; y

0

), ssi x �

E

y et x

0

�

F

y

0

.

5. Si E est un ordre inductif algorithmique muni d'une relation d'�equivalence �

algorithmique (pour tout x 2 E, sa classe d'�equivalence est �nie et on sait

calculer ses �el�ements par algorithme) compatible avec la relation d'ordre sur

E, alors E= � en est un. Pour calculer M

E=�

, on calcule fxjx 2 M

E

g et on

supprime les �el�ements redondants. Pour calculer l'ensemble de successeurs de

x, on calcule fyjy 2 S

E

(x

0

) ^ x

0

2 xg. En�n, on supprime �a nouveau les

�el�ements redondants.

6. Si E est un ordre inductif algorithmique, alors E

�

en est un. On aM

E

�

= f"g

et l'ensemble de successeurs de x

1

� � �x

n

est la r�eunion de l'ensemble de mots

de la forme x

1

� � � x

i�1

y

i

x

i+1

� � �x

n

, avec y

i

2 S

E

(x

i

) et l'ensemble de mots

de la forme x

1

� � � x

i

yx

i+1

� � � x

n

, avec y 2 M

E

. Pour comparer deux mots

x = x

1

� � �x

n

et y = y

1

� � � y

m

, on compare par r�ecurrence x

i

avec y

j

(avec

i = j = 1 au d�ebut) et on augmente i et j, si x

i

�

E

y

j

et que i, sinon.

Lorsque i atteint n + 1, on a x �

E

�
y. Sinon, on a :(x �

E

�
y). On justi�era

cet algorithme par la proposition 3.

Pour qu'un belordre sur E soit algorithmique, il faut de plus que pour tout couple

(x; y) 2 E

2

on sache calculer l'ensemble G

E

(x; y) = M

(x)\(y)

d'�el�ements minimaux

de (x) \ (y). Par une r�ecurrence facile on peut alors construire un algorithme qui

fait ceci pour tout ensemble �ni F � E (c.�a.d. de calculer l'ensemble G

E

(F ) des

�el�ements minimaux de

T

x2F

(x)). En vue des corrolaires et du th�eor�eme de la sec-

tion pr�ec�edente, on peut maintenant remplacer ordre inductif par belordre dans les

exemples pr�ec�edents. Montrons comment calculer les G

E

(x; y) dans ces cas :

1. On peut �a nouveau calculer G

E

(x; y) de fa�con exhaustive.

2. On a G

N

(x; y) = fmax(x; y)g.
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3. On a G

EqF

(x; y) = G

E

(x; y) (resp. G

F

(x; y)), si x; y 2 E (resp. F ) et G

EqF

(x; y) =

; sinon.

4. On a G

E�F

((x; y); (x

0

; y

0

)) = G

E

(x; x

0

)� G

F

(y; y

0

).

5. Pour calculer G

E=�

(x; y), on proc�ede de fa�con analogue au calcul des succes-

seurs.

6. G

E

�

(x

1

� � �x

n

; y

1

� � � y

m

) est l'ensemble de mots (dont on �elimine les �el�ements

redondants), qui sont r�esultat du processus non d�eterministe suivant : On

commence par un mot z = " et des variables i = j = 1. Puis, de fa�con repet�ee,

on choisit parmi les options suivantes : On rajoute x

i

�a z et on augmente i,

ou bien on rajoute y

j

�a z et on augmente j, ou bien on choisit une lettre dans

G

E

(x

i

; y

j

), que l'on rajoute �a z et on augmente i et j. Si i atteint n + 1 (ou

j atteint m + 1), on rajoute y

j

� � � y

m

�a z (resp. x

i

� � �x

n

) et l'algorithme est

termin�e. Cet algorithme est �egalement justi��e par la proposition 2.

Pour terminer, justi�ons les algorithmes de comparaison et du calcul d'intersec-

tion de parties �nales dans le cas de E

�

. Pour les autres exemples la justi�cation est

facile et laiss�ee au soin du lecteur.

Proposition 3. Les algorithmes de comparaison et du calcul d'intersection de deux

parties �nales, pr�esent�es dans les exemples pr�ec�edents, sont corrects.

Montrons d'abord que l'algorithme de comparaison entre x = x

1

� � � x

n

et y =

y

1

� � � y

m

est correct. Nous supposons que l'ensemble des applications de f1; � � � ; ng

dans f1; � � � ;mg est muni de l'ordre lexicographique. Il est clair que lorsque l'algo-

rithme d�ecide que x �

E

�

y, alors on a e�ectivement x �

E

�

y. Supposons maintenant

que x �

E

�

y et soit ' une injection croissante minimale pour l'ordre lexicographique

tel que x

i

�

E

y

'(i)

, pour chaque i. A cause de cette minimalit�e, on augmente j dans

l'algorithme pr�ecisement quand j = '(i). L'algorithme d�ecidera donc �egalement que

x �

E

�

y.

Montrons maintenant que l'algorithme d'intersection de deux parties �nales est

correct. D�ej�a on v�eri�e ais�ement que les mots z fabriqu�es par l'algorithme sont tous

sup�erieurs �a x et y. Soit maintenant un mot m

1

� � �m

p

2 (x

1

� � �x

n

) \ (y

1

� � � y

m

)

et montrons qu'il y a un z avec z � m. Soient ' et  tels que x

i

� m

'(i)

et

y

j

� m

 (j)

, pour tout i et j. Nous pouvons supposer sans perdre de g�en�eralit�e que

Im(') [ Im( ) = f1; � � � ; pg. Alors montrons en e�ectuant l'algorithme, que l'on

aurait pu choisir un z

1

� � � z

p

, avec z

i

� m

i

, pour tout i. En e�et, supposons que

l'on se trouve �a la position (x

i

; y

j

;m

k

; z

k

). Si x

i

� m

k

et y

j

� m

k

, alors on aurait

pu choisir z

k

dans G

E

(x

i

; y

j

), avec z

k

� m

k

. De plus, dans l'algorithme, on aurait

augment�e i et j (et k). Si juste un �el�ement parmi x

i

et y

j

est inf�erieur �a m

k

, disons

x

i

, alors on prend z

k

= x

i

et on augmente i (et k). A la �n de l'algorithme, nous

9



avons bien les in�egalit�es voulues entre les lettres de z et m. ~

Remarque. Du point de vue de l'e�cacit�e, les algorithmes pr�ec�edents sont loins

d'être optimaux. L'algorithme de calcul d'intersection de deux parties �nales de

mots, peut être optimis�e en supprimant les �el�ements redondants en cours de route.

En ce qui concerne les multiensembles, on peut combiner les exemples 5 et 6, mais

on peut gagner en vitesse en supposant que l'ordre �

E

est prolong�e en un ordre total

e�ectif �

0

E

(en particulier, on peut faire ceci pour les constructions �el�ementaires).

Apr�es, on travaille sur les repr�esentations canoniques de mots par rapport �a �

0

E

.

Du coup, on peut simuler les algorithmes sur les mots, ce qui �evite de passer au

quotient.

2.4 Sur les belordres pond�er�es algorithmiques

Soit E un ensemble. On appelle alg�ebre bool�eenne sur E tout sous-ensemble de

P(P(E)), stable par intersection et compl�ementaire dans E et contenant l'ensemble

vide. Tout sousensemble G de P(E) engendre une telle alg�ebre, not�ee (G), car l'in-

tersection de deux alg�ebres bool�eennes en est �egalement une. R�eciproquement toute

partie d'une alg�ebre bool�eenne qui l'engendre est appell�ee partie g�en�eratrice. Soit

A un groupe ab�elien. On appelle pond�eration de E (par rapport �a une alg�ebre

bool�eenne B) toute application � de B dans A, v�eri�ant �(;) = 0 et �(X q Y ) =

�(X) + �(Y ), pour tout X et Y dans B. Nous rappelons que �etant donn�e une

pond�eration, on peut exprimer le poids d'une r�eunion d'un nombre �ni d'ensembles

X

1

; � � � ;X

n

en fonction des poids des intersections de ces ensembles. Cette relation

est donn�ee par la formule de crible :

�(X

1

[ � � � [X

n

) =

X

1�i

1

�����i

k

�n

(�1)

k

�(X

i

1

\ � � � \X

i

k

):

De fa�con duale, nous avons

�(X

1

\ � � � \X

n

) =

X

1�i

1

�����i

k

�n

(�1)

k

�(X

i

1

[ � � � [X

i

k

):

Une pond�eration importante sur tout ensemble E est l'application

�

qui �a chaque

partie de E associe sa fonction caract�eristique dans Z

E

. On v�eri�e ais�ement que

toute pond�eration � se factorise � = ' �

�

, o�u ' est un morphisme de groupes. Soit

maintenant G une partie de P(E). Alors nous avons �egalement le lemme suivant :

Lemme 1.

(a) Une application � : G ! A se prolonge (�eventuellement en �elargissant A) en

une pond�eration par rapport �a (G) ssi pour tout � 2Z

(G)

telle que

P

X2G

�(X)

�

X

= 0,

on ait

P

X2G

�(X)�(X) = 0.

(b) Ce prolongement est unique (et �a valeurs dans A), si l'intersection de tout

couple d'�el�ements de G est r�eunion disjointe d'un nombre �ni d'�el�ements de G.
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D�emonstration. Supposons que � se prolonge en une pond�eration sur (G) et

soit � 2 Z

(G)

telle que

P

X2G

�(X)

�

X

= 0. Le support de � engendre une alg�ebre

bool�eenne, qui est �egalement engendr�ee par un nombre �ni de parties deux �a deux

disjoints (appell�e base). En d�ecomposant sur la base, on trouve

P

X2G

�(X)�(X) = 0.

Supposons r�eciproquement que la condition de la partie (a) du lemme est v�eri��ee.

D�ej�a, nous pouvons (et devons) d�e�nir �(Y ) =

P

X2G

�(X)�(X), pour toute partie

Y telle que

�

Y

=

P

X2G

�(X)

�

X

. Nous remarquons que grace �a la formule de crible

une telle �ecriture est toujours possible si la condition de la partie (b) du lemme est

v�eri��ee.

Supposons maintenant qu'il existe une partie Y dans (G), telle que l'on puisse

�ecrire n

�

Y

=

P

X2G

�(X)

�

X

, pour un certain n 2 N

�

. Alors placons nous dans le

surgroupe ab�elien B de A, obtenu en adjoignant formellement tous les �el�ements de

la forme a=m �a A, avec a 2 A et m 2 N

�

. Alors dans B nous pouvons (et devons)

poser �(Y ) = (1=n)

P

X2G

�(X)�(X). Remarquons que G = ff1; 2g; f1; 3g; f2; 3gg

est un cas simple dans lequel cette situation arrive.

Supposons �nalement qu'il existe une partie Y dans (G), telle que l'on ne puisse

pas �ecrire n

�

Y

=

P

X2G

�(X)

�

X

, pour aucun n 2 N

�

. Alors la condition de la partie

(a) du lemme est v�eri��ee pour l'ensemble G [ fY g en choisissant n'importe quelle

valeur pour �(Y ). Le lemme est maintenant ais�ement obtenu en appliquant le lemme

de Zorn. ~

Si l'ensembleE est belordonn�e, nous pouvons canoniquement lui associer l'alg�ebre

bool�eene B(E) engendr�ee par les parties �nales de E. Si on dispose d'une pond�eration

� par rapport �a B(E), nous disons que E est un belordre pond�er�e. Nous remar-

quons que la partie (b) du lemme pr�ec�edent implique qu'une telle pond�eration est

d�etermin�ee par les poids des parties �nales. De plus, la pond�eration est dite algorith-

mique, si on sait �evaluer le poids de toute partie �nale (donn�ee par l'ensemble �ni

de ses �el�ements minimaux) par algorithme. Si de plus E et A sont algorithmiques

(pour A ceci veut dire que toutes les op�erations de A et le test d'�egalit�e se font par

algorithme), alors on dit que E est un belordre pond�er�e algorithmique. On laisse au

lecteur le soin de v�eri�er que l'on sait alors �evaluer le poids de tout �el�ement de B(E)

par algorithme.

Nous allons g�en�eraliser les constructions �el�ementaires aux belordres pond�er�es

algorithmiques. Si E est un ensemble �ni, il faut et su�t de connâ�tre le poids de

chaque �el�ement. Dans le cas o�u E = N, il faudrait en outre connâ�tre le poids de

N tout entier. Si E et F sont des belordres pond�er�es algorithmiques, on d�e�nit la

pond�eration �

EqF

= �

E

+ �

F

sur E q F par

�

EqF

(X) = �

E

(X \ E) + �

F

(X \ F ):

Il est clair que cette pond�eration est algorithmique. Supposons maintenant que A est

un anneau algorithmique (c.�a.d. qu'�a nouveau toutes les op�erations ainsi que le test

d'�egalit�e se font par algorithme) et E et F des belordres pond�er�es algorithmiques �a
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valeurs dans A. Soit G l'ensemble des parties de E � F de la forme X � Y , o�u X

et Y appartiennent respectivement �a B(E) et B(F ). Alors nous pouvons associer un

poids �a ces parties par

�

E�F

(X � Y ) = �

E

(X)�

F

(Y ):

Montrons que ceci induit une pond�eration algorithmique sur E � F (que l'on note

�

E

�

F

) :

Proposition 4. L'application �

E�F

d�e�nie ci-dessus se prolonge en une pond�eration

algorithmique sur E � F .

D�emonstration. Nous remarquons que les conditions des parties (a) et (b) du

lemme sont trivialement v�eri��ees (pour la partie (a), on utilise la distributivit�e dans

A). Il su�t donc de d�emontrer que toute partie �nale est dans (G) et que son poids

est calculable par algorithme. Soit (x

1

; y

1

); � � � ; (x

n

; y

n

) une antichâ�ne de E � F .

Alors nous savons calculer les poids �

E

(X) et �

F

(Y ) de X = (x

1

) \ � � � \ (x

n

)

et Y = (y

1

) \ � � � \ (y

n

). Or Z = ((x

1

; y

1

)) \ � � � \ ((x

n

; y

n

)) = X � Y , donc

�

E�F

(Z) = �

E

(X)�

F

(Y ). En appliquant ceci, ainsi que la formule de crible, on

peut calculer le poids de toute partie �nale de E � F . ~

Passons maintenant aux belordres quotients. Si E est un belordre pond�er�e al-

gorithmique et � une relation d'�equivalence algorithmique sur E, nous munissons

E=� d'une pond�eration �

E

=�= �

E=�

en imposant que pour toute partie �nale X

de E=� on ait

�

E=�

(X) = �

E

(fa 2 Eja 2 Xg):

De plus, �a partir de l'ensemble des �el�ements minimaux de X on peut facilement

reconstruire l'ensemble des �el�ements minimaux du pr�eimage par la surjection cano-

nique. Il s'en suit que E=� est �egalement un belordre pond�er�e algorithmique. Ceci

est en particulier le cas pour l'ensemble E

n

=�, consid�er�e comme sous-belordre de

E

�

. Nous remarquons par ailleurs que E

n

=�2 B(E

�

), car E

0

=� [ � � � [ E

n

=� est le

compl�ementaire de la partie �nale des mots d'au moins n+ 1 lettres.

La derni�ere construction �el�ementaire qui nous sera utile dans ce papier est la

construction multiensemble. Nous nous occupons de la construction ensemble de

mots dans [VdH *a]. Nous supposons cette fois ci que la pond�eration est �a valeurs

dans un corps algorithmique K (d�e�nition laiss�ee au lecteur). Formellement, nous

d�e�nissons le poids d'un �el�ement x

1

� � � x

n

2 E

�

par

�

E

�

(x

1

� � �x

n

) = f

n

�

E

(x

1

) � � � �

E

(x

n

);

pour certains �el�ements f

0

; f

1

; � � � dansK. Nous allons donner un sens �a cette d�e�nition

formelle. Soit G l'ensemble des parties de la forme X

�

Y , o�u X 2 B(E) et Y 2

B(E

n

=�). On peut associer un poids �a des telles parties, si �

E

(X) 6= 0, par

�

E

�

(X

�

Y ) =

f(�

E

(X))� (f

n�1

�

E

(X)

n�1

+ � � �+ f

0

)

�

E

(X)

n

�

E

n

=�

(Y );
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pour une certaine fonction f : A ! A (qui correspond formellement �a la fonction

d�e�nie par f(x) = f

0

+f

1

x+� � � ). Cette formule reste valide, si on assimile la fraction

�a f

n

, lorsque X est de poids nul. Montrons maintenant que cette formule induit une

pond�eration algorithmique sur E

�

(que l'on note par f(�

E

)) :

Proposition 5. L'application �

E

�

d�e�nie ci-dessus, pour f : A ! A et des

constantes f

0

; f

1

; � � � 2 A calculables par algorithme, se prolonge en une pond�eration

algorithmique sur E

�

.

D�emonstration.Montrons d'abord que (G) = B(E

�

). Pour cela, il su�t de montrer

que la partie �nale X engendr�ee par un �el�ement x = x

1

� � � x

n

2 E

�

est dans (G).

Notons par X

i

l'ensemble des mots de E

�

qui sont sup�erieurs �a un sousmot de x de

i lettres, sans être sup�erieur �a un sousmot de i+1 lettres. Comme le suppl�ementaire

X de X est donn�e par X = X

0

[� � �[X

n�1

, il su�t de montrer que les X

i

sont dans

(G), pour chaque 0 � i � n � 1. Notons par S

i

l'ensemble de sousmots de i lettres

de x. Pour S � S

i

notons par J

S

l'ensemble d'indices j tel que x

j

x

0

est un sousmot

de x, pour un certain x

0

2 S. Notons �egalement par Y

S

l'ensemble des mots y de i

lettres tel que S soit pr�ecisement l'ensemble de sousmots de x �a i lettres, inf�erieurs

�a x. Alors S

i

est donn�e explicitement par

X

i

=

[

S2S

i

0

@

[

j2J

S

(x

j

)

1

A

�

Y

S

:

Il est clair que le compl�ementaire de

S

j2J

S

(x

j

) est dans B(E). Il est facile �a voir

que l'on peut former Y

S

en partant des (y), avec y 2 S

i

et en utilisant des com-

pl�ementaires et des intersections dans B(E

i

).

Montrons maintenant que la condition de la partie (a) du lemme est v�eri��ee.

Supposons donc que l'on ait

�

1

�

X

�

1

Y

1

+ � � �+ �

k

�

X

�

k

Y

k

= 0;

avec les X

�

i

Y

i

dans G. Supposons d'abord que les X

i

sont vides. Alors on peut re-

grouper les termes Y

i

dont les mots ont même longueur et la condition est v�eri��ee

en appliquant la proposition pr�ec�edente et en passant au quotient. Supposons main-

tenant que les X

i

ne sont pas tous vides. Quitte �a rajouter des termes de la forme

;

�

Y �a la somme, nous pouvons supposer que les mots dans les Y

i

ont tous même

longueur. Soit maintenant I l'ensemble des indices pour lesquelles X

i

= X

m

, o�u X

m

est un �el�ement maximal pour l'inclusion parmis X

1

; � � � ;X

k

. Quitte �a r�eordonner les

indices, on peut admettre que I = fl + 1; � � � ; kg. Supposons qu'il existe un mot y

tel que �

l+1

�

Y

l+1

(y) + � � � + �

k

�

Y

k

(y) 6= 0. Alors soit x 2 X

�

m

un mot de la forme

x = x

p

1

� � � x

p

l

y, tel que x

i

62 X

i

, pour 1 � i � l. Pour p su�samment grand un tel

mot ne peut appartenir aux X

�

i

Y

i

, avec 1 � i � l. On obtient donc une contradiction

en �ecrivant

0 = �

1

�

X

�

1

Y

1

(x) + � � �+ �

k

�

X

�

k

Y

k

(x) = �

l+1

�

X

�

l+1

Y

l+1

(x) + � � �+ �

k

�

X

�

k

Y

k

(x) 6= 0:
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On a donc �

l+1

�

Y

l+1

+ � � �+ �

k

�

Y

k

= 0, d'o�u �

1

�

X

�

1

Y

1

+ � � �+ �

k

�

X

�

l

Y

l

= 0. En rep�etant

notre argument, on retombe donc toujours sur le cas o�u les X

i

sont vides.

Montrons ensuite que la condition de la partie (b) du lemme est v�eri��ee. Alors

soient (X

1

;X

2

) 2 B(E)

2

et (Y

1

; Y

2

) 2 B(E

n

)� B(E

m

) et soit x un mot de longueur

l � n + m dans Z = X

�

1

Y

1

\ X

�

2

Y

2

. Alors nous pouvons d�esigner un sousmot de

n lettres de x qui est dans Y

1

et un sousmot de m lettres de x qui est dans Y

2

.

Ainsi, nous pouvons factoriser y = y

0

y

00

, avec y

0

2 (X

1

\X

2

)

�

et y

00

2 X

m

1

Y

2

\X

n

2

Y

1

.

Finalement, l'ensemble des mots x 2 Z de longueur l < n+m est donn�e explitement

par X

l�n

1

Y

2

\X

l�m

2

Y

1

.

Montrons en�n que l'on sait calculer les poids des �el�ements de (G) par algorith-

me. D�ej�a on sait calculer les poids des �el�ements de G par d�e�nition. Sinon le poids du

compl�ementaire d'un �el�ementX de (G) est donn�e par �

E

�

(X) = f(�

E

(E))��

E

�

(X).

Il su�t donc (en utilisant �a nouveau la formule de crible) de montrer que l'intersec-

tion de deux parties de G est une r�eunion �nie disjointe de parties de G et que cette

d�ecomposition est e�ectuable par algorithme. Ce que nous avons d�emontr�e tout �a

l'heure. ~
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3 Introduction �a l'alg�ebre asymptotique

3.1 D�e�nitions et exemples

Pour la d�e�nition des d�eveloppements asymptotiques, nous aurons besoin de �xer un

cadre formel, dans lequel on dispose des op�erations habituelles + et �, ainsi que des

relations asymptotiques, comme la comparaison asymptotique et le symbole petit o

(soit, de fa�con �equivalente, d'une relation de pr�epond�erance). Ainsi, on est amen�e

�a consid�erer des anneaux munis d'une structure suppl�ementaire. Dans la suite nous

supposerons les anneaux commutatifs et unitaires, bien que beaucoup de r�esultats

peuvent s'�etendre au cas non commutatif.

Premi�erement, on appelle anneau ordonn�e tout anneau A muni d'une relation

d'ordre � v�eri�ant (pour tout a; b; a

0

; b

0

2 A) :

AO1. a � b ^ a

0

� b

0

) a+ a

0

� b+ b

0

,

AO2. 0 � a ^ 0 � b) 0 � ab.

Dans le cas, o�u l'ordre � est total, on parle d'anneau totalement ordonn�e. Nous

remarquons que l'ordre est d�etermin�e par l'ensemble des �el�ements positifs.

Exemple 1. Tout anneau habituel de germes de fonctions peut être muni d'une

relation d'ordre. Par exemple C

1

(R) (l'anneau de germes de fonctions continues �a

l'in�ni) est un anneau ordonn�e pour la relation d'ordre suivant :

f � g , (9X2R 8x>X f(x) � g(x)):

L'anneau de germes de fonctions �a deux variables par rapport �a la premi�ere variable

qui tend vers l'in�ni C

1;�

(R

2

) est aussi un anneau ordonn�e pour l'ordre suivant :

f � g , ( 9X 2R 8x>X 8y2R f(x; y) � g(x; y)):

Deuxi�emement, un anneau asymptotique est un anneau A, muni d'une relation

� d'ordre asymptotique v�eri�ant pour tout a; b et c dans A :

OA1. 0� a,

OA2. a� b)�a� b,

OA3. a� c ^ b� c) a+ b� c,

OA4. a� b) ac� bc,

OA5. a� b ^ b� c) a� c.

Nous remarquons que cette notation est un peu troublante au niveau des relations

d'ordres, car � n'est pas un ordre strict (on a toujours 0 � 0). Remarquons

�egalement que lorsque A est un corps, la relation � est enti�erement d�etermin�ee

par le sous-anneau de A des �el�ements a� 1.
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Exemple 2. Soit A un anneau ordonn�e et B un sousanneau de A. Nous pouvons

d�e�nir un ordre asymptotique par

a��

B

b, 8">0; "2B a � "b:

On peut �egalement d�e�nir un ordre asymptotique par

a �

B

b, 9">0; "2B a � "b:

Exemple 3. Tout anneau habituel de germes de fonctions est un anneau asymp-

totique, pour la relation de pr�epond�erance, ainsi que la relation de dominance. Par

exemple C

1

(R) est un anneau asymptotique, pour la relation de pr�epond�erance

suivante :

f � g , (8">0 9X 2R 8x>X jf(x)j � "jg(x)j):

Il l'est �egalement pour la relation de dominance d�e�nie par

f � g , (9">0 9X 2R 8x>X jf(x)j � "jg(x)j):

De fa�con analogue, on d�e�nit des ordres asymptotiques (uniformes) sur l'anneau

C

1;�

(R

2

).

Exemple 4. L'alg�ebre commutative donne �egalement naturellement lieu �a des an-

neaux asymptotiques. Soit par exemple i un id�eal de A. Nous pouvons d�e�nir la

valuation i-adique d'un �el�ement a de A :

�

i

(a) = maxfn 2 Nja 2 i

n

g:

Alors nous d�e�nissons une relation d'ordre asymptotique par

a �

i

b, �

i

(a) � �

i

(b):

Si l'on suppose de plus que �

i

(ab) = �

i

(a) + �

i

(b) et �

i

(a) = +1, a = 0, on peut

�egalement d�e�nir une relation d'ordre asymptotique par

a��

i

b, (�

i

(a) > �

i

(b)) _ a = b = 0:

Exemple 5. Il y a une autre fa�con de fabriquer des anneaux asymptotiques en

alg�ebre commutative. Supposons �a nouveau que i est un id�eal d'un anneau A. Alors

nous pouvons d�e�nir la relation d'ordre asymptotique suivante :

a�

i

b, a 2 ib:

Cette relation est g�en�eralement plus �ne que les relations �

i

et ��

i

de l'exemple

pr�ec�edent. Consid�erons par exemple l'anneau des s�eries formelles K[[X;Y ]], d'id�eal

maximalm = (X;Y ). Alors X

2

��

m

Y , bien que X

2

6=�

m

Y . Plus g�en�eralement, si A

est un anneau local, d'id�eal maximal m, l'ordre asymptotique �

m

co��ncide plus ou

moins avec la relation de divisibilit�e stricte. En e�et, on a a�

m

b, (bj

6=

a _ a =

b = 0), avec bj

6=

a , (a) �

6=

(b). Plus g�en�eralement, le sym�etrique de la relation de

divisibilit�e est un ordre asymptotique.
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3.2 Anneaux des s�eries formelles g�en�eralis�ees

Supposons maintenant queX est un semigroupe commutatif (pas d'inverse) ordonn�e

(� compatible avec la multiplication) et que C est un anneau. Nous allons d�e�nir

l'anneau des s�eries formelles g�en�eralis�ees C[[X]].

Nous posons A = C[[X]] = C

[X ]

, o�u C

[X ]

est l'ensemble des applications de C

dans X �a support belordonn�e (pour l'ordre induit par X). Intuitivement, un �el�ement

a de A correspond �a la somme

P

x2X

a(x)x. Remarquons que plus g�en�eralement, on

peut donner un sens aux sommes

P

i2I

c

i

x

i

, o�u I est un ensemble belordonn�e et fc

i

g

resp. fx

i

g des familles �a valeurs dans C resp. X v�eri�ant i � j ) x

i

� x

j

. En

e�et, pour x 2 X �x�e, les indices i tels que x

i

= x forment une antichâ�ne et ils

sont donc en nombre �ni. On d�e�nit donc bien une application a de X dans C par

a(x) =

P

x

i

=x

c

i

. De plus, le support de cette application est belordonn�e pour l'ordre

induit par X, car c'est un sousensemble de l'image d'un ensemble belordonn�e par

une application croissante.

Donnons un peu de terminologie. Les �el�ements de X sont appel�es des monômes

(et X est inclu canoniquement dans A). Les �el�ements de C sont appel�es des co-

e�cients (et C est �egalement canoniquement inclu dans A). Si a 2 A et x 2 X,

on dit que a(x) est le coe�cient de x dans a. En�n, notons par A

o

(resp. par A

O

)

le sous-anneau de A form�e des �el�ements a tels que x 2 suppa ) x > 1 (resp.

x 2 suppa ) x � 1). Les �el�ements de A

o

(resp. A

O

) sont appel�es �el�ements in�-

nit�esimaux (resp. born�es).

Montrons maintenant que l'on peut munirA d'une structure d'anneau. La somme

de deux �el�ements a et b dans A se d�e�nit comme �etant

a+ b =

X

i2suppaqsuppb

c

i

x

i

;

o�u c

i

= a(x) (resp. c

i

= b(x)) et x

i

= x, si i est l'image de x par l'injection canonique

de suppa (resp. suppb) dans suppa q supp b. De même le produit de a et b est

d�e�ni par

ab =

X

(x;y)2suppa�supp b

a(x)b(y)xy:

La compatibilit�e de l'ordre sur X avec la multiplication assure que cette d�e�nition

est correcte. On v�eri�e ais�ement que les lois d'anneau sont v�eri��ees pour l'addition

et la multiplication d�e�nies ainsi.

L'hypoth�ese du support belordonn�e entrâ�ne �egalement que toute s�erie formelle

f 2 C[[t]] (au sens habituel) induit une application

^

f : A

o

! A

O

. En e�et, �ecrivons

f(t) = f

0

+ f

1

t+ f

2

t

2

+ � � � . Alors on peut poser

^

f(a) =

X

x

k

1

1

���x

k

n

n

2(suppa)

�

f

k

1

+���+k

n

a(x

1

)

k

1

� � � a(x

n

)

k

n

x

k

1

1

� � �x

k

n

n

:

En fait, on v�eri�e que l'on obtient ainsi un morphisme d'alg�ebres. A titre d'appli-

cation nous remarquons que tout �el�ement de 1 + A

o

est inversible, car il su�t de
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consid�erer f(t) = 1 � t+ t

2

+ � � � . En particulier, on en d�eduit que A est un corps,

si X �etait un groupe totalement ordonn�e.

Nous pouvons naturellement munir l'anneau C[[X]] d'un ordre asymptotique ��

par a��b , a 2 A

o

b. De fa�con analogue, on d�e�nit un ordre asymptotique � par

a � b, a 2 A

O

b.

Lorsque C est un anneau ordonn�e, nous pouvons �egalement munir A de la struc-

ture d'anneau ordonn�e. En e�et, soit P l'ensemble des �el�ements a dont les coe�cients

des �el�ements minimaux du support sont positifs. Alors P induit un ordre sur A, pour

lequel il est pr�ecisement l'ensemble des �el�ements positifs. Nous remarquons que cet

ordre est total, si les ordres sur C et X l'�etaient. Dans ce cas, on a de plus une

d�ecomposition en somme directe de A, car A = A

"

�C�A

#

, o�u A

"

resp. A

#

sont les

�el�ements de A �a support strictement plus grand resp. petit que 1. Pour tout �el�ement

a 2 A on peut donc �ecrire de fa�con unique a = a

"

+ a

c

+ a

#

, avec a

"

2 A

"

, a

c

2 C

et a

#

2 A

#

.

3.3 Le corps des transs�eries

Dans cette section nous donnons une d�e�nition alternative du corps des transs�eries

(voir [Ec 92]). L'int�erêt de notre approche est qu'elle se g�en�eralise relativement

facilement (voir [VdH *b]). La construction se fait de fa�con alg�ebrique par une

combinaison de di��erents types de clôture : la d�e�nition de ln pour des �el�ements

1 + x et x, avec x in�nit�esimal, la clôture par le logarithme et l'exponentiation et

en�n la clôture par limite inductive.

Nos di��erentes op�erations de clôture supposent chaque fois que l'on dispose d'un

corps K = R[[X]], o�u X est un groupe totalement ordonn�e (donc K est un corps or-

donn�e). De plus on suppose que l'on dispose d'une application logarithme ln partielle.

Nous remarquons qu'une telle application partielle d�e�nit naturellement une appli-

cation partielle d'exponentiation. En e�et, nous posons exp lnx = x, pour tout x tel

que lnx soit d�e�ni. Au fur �a mesure nous �elargissons le corpsK en d�e�nissant ln pour

de plus en plus de valeurs. Nous d�emarrons notre construction par R[[X]]� R((x)),

avec X � Zet nous supposons que ln n'est d�e�ni que sur R

�

+

de fa�con habituelle.

Consid�erons maintenant les 4 types de clôture suivants :

Type I. (clôture �el�ementaire) : D'abord supposons que pour tous les x; y 2 X

pour lesquels ln est d�e�ni, on a ln(xy) = lnx+ lny. Remarquons ensuite que tout

�el�ement a 2 K puisse s'�ecrire a = (c + ")x, avec c 2 R, " in�nit�esimal et x 2 X.

Nous supposons �egalement que si ln a est d�e�ni, alors ln c, lnx et ln(1 + "=c) le sont

�egalement par l'identit�e

ln a = lnx+ ln c+

^

l

�

1 +

"

c

�

;

o�u l est une s�erie formelle �a coe�cients dans R, donn�ee par l(x) = x � x

2

=2 + � � � .

Sous ces hypoth�eses, la clôture de K est pr�ecisement le corps K

0

= K dans lequel
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ln a est d�e�ni par la formule pr�ec�edente, pour tout a = (c + ")x, tel que c > 0 et

tel que lnx est d�e�ni (" �etant in�nit�esimal, c 2 R et x 2 X). Nous remarquons que

dans la clôture ln(ab) = lna + ln b, pour tous les a et b tels que ln a et ln b soient

d�e�nis.

Type II. (clôture par logarithme) : Nous supposons que l'on puisse librement

d�ecomposer le groupe X comme produit X = f� � � ; 1=x; 1; x; � � �gX

0

, avec x >

X

1 et

x < y, pour tout y 2 X

0

strictement positif. De plus, on suppose que les �el�ements

de X

0

sont les seuls �el�ements de X pour lesquels ln soit d�e�ni. Alors nous rajoutons

librement un �el�ement l �a X. C.�a.d. que nous consid�erons X

00

= f� � � ; 1=l; 1; l; � � �gX.

On peut naturellement munir X

00

d'une relation d'ordre total compatible avec la

multiplication, en postulant que tout l

n

, avec n � 1 est plus petit que tout �el�ement

strictement plus grand que 1 de X. Alors le corps K est naturellement inclu dans

le corps K

0

= R[[X

00

]] et on peut prolonger le logarithme d�e�ni sur K en postulant

que pour tout x

n

y 2 X, avec y 2 X

0

on ait ln(x

n

y) = nl + ln y. Nous remarquons

que le corps K

0

v�eri�e l'hypoth�ese faite au d�epart, pour pouvoir e�ectuer la clôture.

Type III. (clôture par exponentiation) : Nous supposons que ln est d�e�ni pour

tout �el�ement positif de K et que lnx 2 K

"

, pour x 2 X. Soit X

0

= K

"

, muni de sa

structure de groupe totalement ordonn�e. Alors nous pouvons plonger K = R[[X]]

dans K

0

= R[[X

0

]] en envoyant tout �el�ement x 2 X vers '(x) = lnx dans X

0

et en

prolongeant par lin�earit�e. Plus g�en�eralement, ln peut être d�e�ni pour tout �el�ement x

deX

0

par lnx = '(x). Nous remarquons que la clôture �el�ementaire deK

0

(lorsqu'elle

est bien d�e�nie) v�eri�e �a nouveau l'hypoth�ese de d�epart pour pouvoir e�ectuer la

clôture par exponentiation.

Type IV. (clôture par limite inductive) : Supposons maintenant que l'on a une suite

K

0

= R[[X

0

]];K

1

= R[[X

1

]]; � � � de corps telle que K

n+1

est chaque fois naurellement

inclu dans K

n

. Ceci veut dire que X

n+1

prolonge X

n

et que ln est d�e�ni (de la même

fa�con) dans K

n+1

, pour tout �el�ement dans K

n

pour lequel il l'est. Alors K = C[[X]],

avec X = X

0

[X

1

[ � � � contient naturellement tout les corps K

n

.

Nous remarquons que les clôtures de type II,III et IV pr�eservent les conditions

d'applicabilit�e de la clôture �el�ementaire. De plus, nous remarquons que notre anneau

de d�epart v�eri�e ces conditions.

Continuons maintenant notre construction. En appliquant �aK

0

= R[[Z]] de fa�con

r�ep�etitive la clôture par logarithme on construit une suite de corps K

0

= R[[X

0

]] �

K

1

= R[[X

1

]] � � � � que l'on peut clôter successivement par limite inductive et

clôture �el�ementaire. Notons par R

0

[[[x]]] = R[[X]] le corps obtenu. Nous remarquons
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que X est le groupe multiplicatif des �el�ements de la forme

ln

n

x = ln

0

n

0

���k

n

k

= x

n

0

ln

n

1

x � � � ln

n

k

k

x; avec

ln

k

x = ln

k fois

� � � lnx:

o�u n est un �el�ement du groupe additif libre engendr�e par les �el�ements de N. De plus

on remarque que ln est d�e�ni pour tout �el�ement strictement positif et qu'il envoie

X dans R[[[X]]]

"

.

Ensuite, soit de fa�con r�ecursiveR

n+1

[[[x]]] le corps obtenu en sousmettantR

n

[[[x]]]

d'abord �a une clôture par exponentiation et ensuite �a une clôture �el�ementaire. La sui-

te ainsi obtenue peut être clôt�ee par limite inductive. En�n, nous notons par R[[[x]]]

le corps obtenu en clôtant �el�ementairement cette limite inductive. On l'appelle le

corps des transs�eries.

Remarque. Le corps des transs�eries d�e�ni ici ne v�eri�e que \l'axiome de bon or-

dre" ABO. Originalement le corps de transs�eries introduit par Ecalle v�eri�e des

axiomes de �nitude plus forts (voir [Ec 92]). Il est possible de modi�er la construc-

tion pr�ec�edente �a�n que ces axiomes plus forts soient v�eri��es. Par exemple, \l'axio-

me de �nitude des g�en�erateurs pour toute s�erie port�ee" AFG est v�eri��e lorsque l'on

remplace la construction des s�eries formelles par une construction plus faible, o�u on

exige en outre que le support de toute s�erie soit inclu dans un sous groupe multipli-

catif �niment engendr�e. De fa�con alternative, en interpr�etant les transs�eries comme

des expressions (�eventuellement in�nies), on montre que l'on obtient des sous-corps

de R[[[X]]], si on impose aux transs�eries de v�eri�er des axiomes de �nitude sup-

pl�ementaires.

Remarque. Le corps des transs�eries est stable par beaucoup d'op�erations, com-

me la composition, d�erivation, int�egration, etc. De plus, les op�eration alg�ebriques

correspondent aux op�erations analytiques, si la transs�erie a un sens analytique. Ce

fait, facile �a d�emontrer pour les expressions exp-logs, sera admis implicitement dans

la suite. Dans des cas plus compliqu�es, il est parfois n�ecessaire de donner un sens

aux transs�eries en utilisant le proc�ed�e de l'accel�ero-sommation. Le lecteur int�eress�e

pourra se reporter �a [Ec 92] ou �a [VdH *b], pour des transs�eries plus g�en�erales.
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4 Sur les d�eveloppements asymptotiques

4.1 Introduction

Dans le cadre le plus g�en�eral, nous disons qu'un d�eveloppement asymptotique est

une somme formelle

X

i2I

c

i

x

i

;(1)

o�u les a

i

et les c

i

sont dans un anneau asymptotique A pour �� et o�u I est un

belordre pour la relation d'ordre partiel < d�e�nie par x < y , x��y ^ x�6�y. On

les quali�e de d�eveloppements asymptotiques th�eoriques. Nous remarquons que cette

d�e�nition permet aux coe�cients c

i

d'être absolument quelconques. Il est coûtume

que les coe�cients sont born�es sans tendre vers 0. Alg�ebriquement, on appelle sous-

anneau r�egulier de A, tout sous anneau, dont les �el�ements c non nuls v�eri�ent c � 1

et c�6�1. Ici c � 1 , 8x��y cx��y. Si les c

i

sont tous dans un tel sous-anneau, on

dit que le d�eveloppement est r�egulier . Nous remarquons que dans ce papier on n'a

pas tellement besoin de la d�e�nition dans toute sa g�en�eralit�e ; A partir de la section

4.3 nous ne consid�erons que le cas, o�u A = C[[X]]. De plus, �a partir de la section 5,

C et X sont totalement ordonn�es.

Bien que l'ensemble des d�eveloppements asymptotiques th�eoriques poss�ede une

structure int�eressante (voir [VdH *a]), dans la pratique il faut exiger en outre que

le belordre soit algorithmique. Cependant, souvent, et notamment si l'ordre sur I

n'est pas propre (voir aussi plus bas), il est n�ecessaire d'a�aiblir la relation d'ordre

partiel. Ainsi, par d�eveloppement asymptotique nous entendons une somme formelle

de la forme (1), o�u I est un belordre algorithmique, tel que i � j ) x

j

��x

i

. De plus,

on demande que les c

i

et x

i

soient calculables par algorithme. Si I n'est qu'un ordre

inductif algorithmique on parle de d�eveloppement asymptotique au sens faible.

Le seule point qui pourrait �eventuellement parâ�tre non naturel dans notre d�e�ni-

tion est que celle-ci donne lieu �a l'existence de d�eveloppements \farfelus" du genre

(pour x!1)

1 � (1�

1

x

) + (

1

x

�

1

x

2

) + (

1

x

2

�

1

x

3

) + � � � ;

ou pire encore (pour le belordre N q N) :

0 � 1 +

1

x

+

1

x

2

+

1

x

3

+ � � �+

� 1�

1

x

�

1

x

2

�

1

x

3

� � � � :

Cette situation devient d'autant plus p�enible lorsque l'on veut d�evelopper des fonc-

tions comme

f(x) = e

1

x

+

1

e

�x

� e

1

x

:
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Or ce genre d'annulations ne sont d'habitude pas g�enants pour le calcul num�erique

�a partir des d�eveloppements. En outre la d�etection des annulations ne peut se fai-

re que dans un cadre alg�ebrique, o�u on dispose de propri�et�es alg�ebriques sur le

d�eveloppement en entier (par exemple dans le cas de la fonction f , on a une expres-

sion explicite pour f). On verra comment s'exploite ce genre de connaisances dans la

section 4.3 et on y utilise crucialement la notion du belordre. Dans l'absence de tels

connaisances alg�ebriques, nous sommes oblig�es de permettre des d�eveloppements

asymptotiques farfelus.

Un avantage important de notre d�e�nition est qu'elle autorise des \semi doubles

d�eveloppements". Illustrons cette id�ee. Classiquement, on a le d�eveloppement a-

symptotique suivant, pour x!1 :

e

100

x

+

1

ln x

� 1 +

1

lnx

+

1

2 ln

2

x

+

1

6 ln

3

x

+ � � � :

Mais pour des \grandes valeurs" de x, comme x = 100, l'erreur commise quand on

calcule f(x) par son d�eveloppement est tr�es grande. Pour des valeurs encore plus

grandes ceci s'arrange, mais l'erreur reste sensible. Dans ce cas, on est donc men�e �a

envisager des \doubles d�eveloppements" comme

f(x) = 1 +

1

lnx

+

1

2 ln

2

x

+ � � �

+

100

x

+

100

x lnx

+

50

x ln

2

x

+ � � �

+

5000

x

2

+

5000

x

2

lnx

+

2500

x

2

ln

2

x

+ � � �

+ � � �

C'est ici que l'on remarque que le belordre sousjacent est l'ordre produit sur N

2

et

non l'ordre lexicogra�que, qui n'est pas propre et donne lieu �a \l'oubli" des termes

non atteignables. Maintenant, pour obtenir une bonne approximation de f(x) pour

un x donn�e, on prendra un nombre �ni de termes dans les deux directions et de

pr�ef�erence horizontalement. Dans la pratique, on tombe souvent sur ce genre de cas.

Un exemple concret est la m�ethode d'analyse de singularit�es (voir [FlO 90]), qui

nous fournit syst�ematiquement ce style de d�eveloppements. En�n, on remarque que

les d�eveloppements asymptotiques en plusieurs variables conduisent toujours �a de

v�eritables doubles (et multiples) d�eveloppements.

4.2 Evaluation num�erique d'un d�eveloppement asymptotique

Passons maintenant �a l'algorithme d'�evaluation num�erique �a l'aide d'un d�evelop-

pement asymptotique au sens faible. Dans sa forme la plus �el�ementaire, on part

d'un d�eveloppement asymptotique au sens faible (1), d'une somme S := 0 et de deux
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sous-ensembles J;K � I, initialement �egaux �a M

I

, resp. ;. Ensuite, on d�etermine

par r�ecurrence le i 2 J , pour lequel jc

i

x

i

j est maximal. On rajoute c

i

x

i

�a la somme

par S := S + c

i

x

i

et on pose K = K [ fig et puis J := J [ S

I

(i)�K. L'algorithme

s'arrête quand les c

i

x

i

sont tous su�samment petits.

Cette premi�ere version n'est pas tr�es stable num�eriquement, car l'algorithme ne

s'arrête pas n�ecessairement et surtout pas dans les cas o�u le d�eveloppement est

divergent. De plus, il peut se passer qu'accidentellement c

i

x

i

soit tr�es petit, mais

que c

j

x

j

soit grand pour un j dans la partie �nale engendr�e par i. Voyons comment

rem�edier �a ces trois objections. En�n, il faut donner un sens �a \su�samment petit",

ce qui s'av�ere di�cile.

Pour la premi�ere objection, prenons le point de vue des astrologues (voir [P

1893]). Pour des d�eveloppements classiques, on fait l'hypoth�ese implicite que l'erreur

commise quand on arrête le d�eveloppement �a un certain ordre est moindre que la

valeur absolue du dernier terme. Dans notre cas, ceci m�ene �a ne plus rajouter un

successeur j de i �a J , lorsque jc

j

x

j

j est sup�erieur �a jc

i

x

i

j. Ainsi, on peut correctement

sommer la plupart des d�eveloppements divergents.

En ce qui concerne la deuxi�eme objection, l'algorithme devrait être capable de

\regarder un peu en avance". Au lieu de ne rajouter que les successeurs de i �a J ,

on pourrait donc �egalement rajouter ses successeurs it�er�es. De même, on commence

pas juste avec les �el�ements minimaux de I dans J , mais on y rajoute d�ej�a leurs

successeurs it�er�es.

La troisi�eme objection m�ene �a des d�eveloppements asymptotiques avec terme

d'erreur , o�u en plus du d�eveloppement asymptotique on dispose pour chaque i 2 I,

d'une majoration

j

X

j�i

c

j

x

j

j � C

i

x

i

:

Dans ce cas, on arrête l'algorithme, si l'erreur totale E

J

=

P

j2J

C

j

h

j

est inf�erieure

�a la pr�ecision requise, ou, en tenant compte de la premi�ere objection, ne descend

plus su�samment. Nous remarquons d'ailleurs qu'avec des techniques analogues �a

celles de la section suivante on pourrait donner des estimations d'erreur E

J

pour

j

P

i�j;j2J

c

i

x

i

j plus �ns.

Même en employant ces trois am�eliorations simultan�ement, il peut se faire que

l'on n'obtienne pas un r�esultat d'une pr�ecision convenable. Dans ce cas, le d�eveloppe-

ment asymptotique ne comportait pas su�samment de renseignements pour les ap-

plications num�eriques que l'on envisageait. C'est �a ce moment qu'il faut repartir de

la signi�cation alg�ebrique du d�eveloppement et utiliser des transformations permet-

tant d'obtenir la pr�ecision requise. Ici, des techniques de resommation pourront être

utiles (voir [Ec 92]).
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4.3 Lin�earisation d'un d�eveloppement asymptotique

Supposons maintenant queA = C[[X]], o�u C est un anneau etX un groupe ordonn�e.

Cet anneau est un anneau asymptotique pour chacune des relations �� et � (voir

la section 3.2). Dans l'introduction on a vu que notre d�e�nition de d�eveloppement

asymptotique pouvait donner suite �a des d�eveloppements \farfelus". Dans cette sec-

tion, nous montrons comment on peut rem�edier �a cette objection, si l'on dispose

de su�samment de renseignements alg�ebriques \globaux" sur la somme formelle

f =

P

i2I

c

i

x

i

.

En e�et, nous allons montrer comment lin�eariser un d�eveloppement asympto-

tique. Par ceci, on entend que l'on peut r�e�ecrire

f = d

1

x

i

1

+ � � � + d

n

x

i

n

+

X

i2I

0

c

i

x

i

;

pour tout n 2 N, avec 1 � j < k � n ) x

0

i

j

6� x

0

i

k

et 1 � j � n; i 2 I

0

) x

0

i

j

6� h

i

.

Ici, i

1

; � � � ; i

n

2 I, I

0

� I et les d

1

; � � � ; d

n

sont des combinaisons lin�eaires des

c

i

. Eventuellement, nous autorisons �egalement que la lin�earisation s'arrête, c'est �a

dire que l'on a l'�eciture pr�ec�edente pour un certain n et I

0

= ;. Or, pour pouvoir

lin�eariser il faut justement pouvoir d�etecter des d�eveloppements farfelus, c'est �a dire

des d�eveloppements pr�esentant des ph�enom�enes d'annulation importants. C'est pour

ceci que nous avons besoin des belordres pond�er�es algorithmiques.

Plus pr�ecis�ement, nous disons qu'un d�eveloppement asympotique

P

i2I

c

i

x

i

, avec

les c

i

resp. x

i

dans C resp. X est algorithmique, si l'application � d�e�nie (pour

J � I) par

�(J) =

X

j2J

c

i

x

i

est une pond�eration algorithmique de I. Ceci suppose que l'on sache repr�esenter de

fa�con algorithmique le sous-groupe additif de A, engendr�e par les �(J), o�u J est une

partie �nale de I. Alors nous avons le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2. On peut lin�eariser tout d�eveloppement asymptotique algorithmique.

D�emonstration. Consid�erons l'algorithme suivant : On commence par initaliser les

variables J :=M

I

et S := 0. Par r�ecurrence, on d�etermine un indice j 2 J tel que

x

j

soit maximal (pour ��) et le sous-ensemble K � J , d'indices k, avec x

k

= x

j

.

On calcule la somme s =

P

i2K

c

i

x

i

. Si cette somme est non nulle, on la rajoute �a

S par S := S + s et on passe �a l'�etape suivante, en posant J := J [ S

I

(K) � K.

Eventuellement, on ne gardera que les �el�ements minimaux de J . Si s = 0, on teste

si la somme � =

P

i2(K)�(J�K)

c

i

x

i

est nulle. Si � est non nulle, on passe �a l'�etape

suivante comme auparavant. Si � = 0, on passe �a l'�etape suivante en posant J :=

J �K.

Montrons maintenant, que si on arrête l'algorithme apr�es un nombre su�sant

d'�etapes, on obtient une lin�earisation du d�eveloppement asymptotique �a l'ordre n. Il
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est facile �a voir que les termes fournis par l'algorithme forment les premiers termes

d'une lin�earisation du d�eveloppement. Il su�t donc de montrer que s ne peut être

nulle une in�nit�e de fois de suite. Montrons ceci par l'absurde. Quitte �a enlever

les premiers termes du d�eveloppement, on peut supposer que s = 0 durant toute

l'ex�ecution de l'algorithme. Soit L la r�eunion des K que l'on rencontre lors de l'exe-

cution. L est manifestement une partie initiale de I. De plus, puisque la relation de

belordre sur I est propre, il y a un moment pendant l'ex�ecution, o�u J contient les

�el�ements minimaux de I�L. Or �a ce moment, � devient nulle et J \L devient vide

l'it�eration d'apr�es. Alors K ne peut plus être inclus dans L, ce qui contredit nos

hypoth�eses. ~

Bien que l'on vient de d�emontrer que l'algorithme nous fournit toujours des nou-

veaux termes, il n'y a en g�en�eral pas moyen de pr�edire si l'algorithme s'arrête. Or

ceci est plutôt une question de nature alg�ebrique, car elle se ram�ene souvent �a savoir

si f appartient �a un certain anneau.

Une autre question que l'on peut se poser est de lin�eariser jusqu'�a un certain

ordre. Il est clair que l'on peut g�en�eraliser l'algorithme pour qu'il \jette" tous les

termes x

i

, avec x

i

��x

0

(ou x

i

� x

0

), pour un certain x

0

2 X

0

, o�u X

0

est un sous

ensemble �ni de X, appel�e fronti�ere. Une autre question qui se pose alors est de

savoir s'il y a une expession explicite pour les termes que l'on vient de jeter. Plus

pr�ecisement, si J est la partie �nale de I d'indices i avec x

i

��x

0

, pour un certain

x

0

2 X

0

, alors peut-on trouver l'ensemble des �el�ements minimaux de J ? Il s'en suit

�evidemment qu'alors on peut calculer �(J). Montrons que ceci est le cas, lorsque

pour toute partie dans B(I) on sait d�ecider si elle contient un indice i, tel que x

i

�6�x

0

,

pour tout x

0

2 X

0

.

Lemme 2. Soit X

0

� X une fronti�ere. Si pour toute partie J dans B(I) on sait

tester par algorithme s'ils existent i 2 J et i 2 X

0

, avec x

j

� x

0

, alors on peut

d�eterminer par algorithme les �el�ements minimaux i de I, avec x

i

� x

0

pour un

certain x

0

2 X

0

.

D�emonstration. Nous commen�cons par poser J = M(I) et M = ;. Maintenant

nous e�ectuons la r�ecurrence suivante : nous d�eterminons d'abord les indices j 2 J

tels que x

j

� x

0

, avec x

0

2 X

0

et nous les transferrons versM . Ensuite, nous testons

pour tout j 2 J si ((J)� (J�fjg)) contient des indices i, avec x

i

� x

0

et x

0

2 X

0

. Si

ceci est le cas, nous enlevons j de J . Si �a l'issu de cette boucle J est vide, l'algorithme

s'arr�ete et M est l'ensemble des �el�ements minimaux cherch�es. Sinon on remplace J

par son ensemble de successeurs et on continue. L'algorithme se justi�e et on montre

sa terminaison par la même technique que celle de la d�emonstration du th�eor�eme 2. ~
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5 Applications

5.1 Introduction

Dans cette section nous donnons quelques algorithmes de comparaison de fonctions

exp-logs r�eelles, en supposant qu'il y a un oracle qui peut donner le signe d'une

constante exp-log. Nous rappelons qu'une constante exp� log est un �el�ement de R

obtenu �a partir de Q en utilisant les op�erations du corps, ainsi que le logarithme

et l'exponentiation. L'existence d'un tel algorithme a �et�e montr�e dans [DaG�o 84]

et pour une bonne introduction au probl�eme nous renvoyons vers [Sh 90], o�u un

tel algorithme �etait explicit�e pour la premi�ere fois. Un algorithme plus pratique a

�et�e trouv�e par Gonnet et Gruntz (voir [GoGr 92]) et cet algorithme a �et�e implant�e

avec succ�es. Nous remarquons que nous avons trouv�e ce dernier algorithme de fa�con

ind�ependante.

Nous pr�esentons ici trois algorithmes di��erents de d�eveloppement d'une expres-

sion exp-log (dont en particulier un algorithme de comparaison). Le premier donne

un d�eveloppement sous \forme normale". En l'occurence ceci veut dire que les fonc-

tions repr�esent�ees par les termes fournis par l'algorithme d�ependent exclusivement

de la fonction repr�esent�ee par l'expression exp-log du d�epart. De plus les op�erations

de corps (des fonctions exp-logs) se traduisent naturellement par les op�erations cor-

respondantes sur les d�eveloppements. Le calcul d'un d�eveloppement sous forme nor-

male peut faire exploser le calcul. Ainsi, nous donnons un deuxi�eme algorithme qui

ne pr�esente plus ce d�esavantage, mais qui ne calcule plus les d�eveloppements sous

forme normale. Cet algorithme pr�esente en outre l'avantage que l'on ne d�eveloppe

que les sous-expressions n�ecessaires lors du calcul. Le dernier algorithme est celui

de Gonnet et Gruntz, qui est obtenu naturellement en optimisant l'algorithme de

lin�earisation d'un d�eveloppement asymptotique. Dans tout les algorithmes nous nous

servons implicitement du fait qu'il existe un algorithme pour tester si une fonction

exp-log est nulle (voir [] et []).

Il est n�ecessaire de faire une remarque sur l'utilit�e des techniques pr�esent�ees

dans les sections 2 et 3. En fait, l'exemple des fonctions exp-logs �etaient un peu

mal choisi, car l'algorithme de Gonnet et Gruntz montre que le concept de sous-

expressions variant au plus vite y est plus utile dans la pratique. Cette simpli�cation

est essentiellement due au fait que les transs�eries qui repr�esentent des fonctions exp-

logs v�eri�ent l'axiome de �nitude AFG (voir la section 3.3). Il en est de même pour

la plupart des fonctions issues d'une source naturelle (voir [VdH *d]). En revanche,

ceci n'est plus le cas pour les solutions de beaucoup d'�equations aux di��erences,

comme

f(x) =

1

x

+ f(x

2

) + f(e

� ln

2

x

):

On tombe dans une situation semblable, quand on consid�ere certains d�eveloppements

26



explicites, comme

f(x) =

X

n2N

exp(�x

n

2

+3n+1

):

Ici les techniques de la section 2 pourraient être les seules �a être compl�etement

g�en�erales. Une autre application �ev�entuelle est le traitement des transs�eries en plu-

sieurs variables, o�u les ordres �a consid�erer ne sont plus totaux. En�n, nos techniques

permettrons peut être de mieux comprendre la structure th�eorique des d�eveloppements

asymptotiques.

5.2 Algorithme de d�eveloppement sous forme normale

Dans un premier temps nous allons nous int�eresser �a des expressions exp-logs bien

d�e�nies (on ne prend des logarithmes que des expressions positives), qui ne font pas

intervenir l'exponentiation. On les appelle expressions logarithmiques et elles (plus

pr�ecisement : les �el�ements qu'elles repr�esentent) forment un sous-corps de R

0

[[[x]]].

Nous allons d'abord donner un algorithmeDL(x), qui nous fournit le d�eveloppement

d'une telle expression f par rapport �a l'�echelle des fonctions ln

n

x. Pour faire ceci,

nous allons associer �a f son d�eveloppement asymptotique algorithmique correspon-

dant et utiliser le th�eor�eme 2. Il faut donc associer un belordre pond�er�e algorithmique

�a f .

Si f est de la forme c ln

n

x, on lui associe un singleton de poids f (ou l'ensemble

vide, si c = 0). Supposons que f est de la forme f

1

+f

2

. Soient (B

f

1

; �

f

1

) et (B

f

2

; �

f

2

)

les belordres pond�er�es algorithmiques associ�es par r�ecurrence �a f

1

et f

2

. Alors on

associe la r�eunion disjointe (B

f

1

qB

f

2

; �

f

1

+�

f

2

) de ces deux belordres pond�er�es �a f .

De même, si f est de la forme f

1

f

2

, on consid�ere le belordre pond�er�e algorithmique

produit. En ce qui concerne l'oppos�e f = �f

0

, il su�t de prendre l'oppos�e de la

pond�eration : �

f

0

(X) = ��

f

(X). Supposons maintenant que f = 1=f

0

. Traitons

d'abord le cas o�u f

0

= 1 + g, avec g��1. Comme belordre pond�er�e algorithmique

on prend B

f

= B

�

g

, muni de �

f

= 1=(1 � �

g

). Le cas g�en�eral se ram�ene �a ce cas

en �ecrivant f = (1=P )(1=(f

0

=P )), o�u P est le terme principal de f

0

(calculable par

r�ecurrence). Finalement le cas f = ln f

0

se traite de la même fa�con : on suppose

d'abord que f

0

= 1 + g et en deuxi�eme instance on �ecrit ln f = lnP + ln(f

0

=P ),

comme tout �a l'heure (on remarque que lnP est une somme �nie). De plus ceci nous

donne une m�ethode de v�eri�cation si ln f est bien d�e�ni, en v�eri�ant le signe de P .

En e�et, en regardant (r�ecursivement) le premier terme du d�eveloppement de f � g,

nous avons �egalement un algorithme de comparaison de fonctions logarithmiques f

et g. De même, nous avons un algorithme r�ecursif pour tester si une fonctions domine

une autre. Pour les fonctions de la forme ln

n

x, c'est juste l'ordre lexicographique

sur N

�

. Pour des fonctions plus g�en�erales, on compare leurs monômes dominants.

Pour �etendre notre �etude aux fonctions exp-logs nous avons besoin de quelques

autres algorithmes. D'abord, en notant suppf le support de f (l'ensemble sousjacent

des monômes pour la pond�eration �

f

), nous allons d�emontrer qu'ils existent des
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monômes d

f

et s

f

��1 v�eri�ant

(

8x2suppf 9n�0 x � d

f

s

n

f

;

8n�0 9x2suppf x � d

f

s

n

f

:

En e�et, nous allons donner un algorithme �etablissant de tels d

f

et s

f

. Les propri�et�es

�enonc�ees en haut se v�eri�ent ais�ement par r�ecurrence.

Si f est de la forme c ln

n

x, nous prenons d

f

= ln

n

x et s

f

= 1. Si f est de la

forme f

1

+ f

2

, nous prenons pour d

f

le plus petit (pour ��) de d

f

1

et d

f

2

, mettons

d

f

1

. Ensuite, nous testons si ln s

f

2

� ln(d

f

1

=d

f

2

). Si ceci est le cas, on prend s

f

1

pour

s

f

. Sinon, on prend s

f

2

. Supposons maintenant que f = �f

0

. Alors nous prenons

d

f

= d

f

0

et s

f

= s

f

0

. Ensuite supposons que f est de la forme f

1

f

2

. Alors nous

posons d

f

= d

f

1

d

f

2

et s

f

= min

��

(s

f

1

; s

f

2

). En�n, supposons que f est de la forme

1=(1 + g), avec g��1 (le cas f = 1=f

0

se ram�ene �a ce cas en multipliant). Alors on

pose d

f

= 1 et s

f

= min

��

(d

g

; s

g

). Le cas f = ln(1 + g) se traite de fa�con similaire.

D�eduisons maintenant de l'algorithme de calcul de d

f

et s

f

un algorithme pour

calculer f

"

, f

c

et f

#

dans la d�ecomposition f = f

"

+ f

c

+ f

#

. Or, pour toute partie

dans B(I) nous pouvons calculer son poids g. Du coup, nous pouvons tester si le

support de g contient des �el�ements non in�niment grands. En e�et, g = g

"

ssi d

g

��1

et ln s

g

�� ln d

g

. Nous concluons par le lemme 2.

G�en�eralisons maintenant ces algorithmes au cas des fonctions exp-logs g�en�erales.

Nous allons faire ceci par r�ecurrence : nous supposons que l'on a �etabli les algo-

rithmes pour des fonctions exp-logs dans R

p

[[[x]]] et nous allons montrer comment

les fabriquer pour des fonctions dans R

p+1

[[[x]]]. La base de la r�ecurrence vient d'être

fournie.

Les constructions de B

f

sont pareilles que dans la section pr�ec�edente, pour les

cas qui y sont trait�es. Reste �a consid�erer le cas o�u f = exp(g). Nous pouvons

d�ecomposer g = g

"

+ g

c

+ g

#

. Or g

"

est un �el�ement de l'�echelle de R

p

[[[x]]] et nous

pouvons �ecrire f = e

g

c

exp(g

#

)e

g

"

. On a g

#

��1 et exp(g

#

) se d�eveloppe de fa�con

analogue �a 1=(1 + x) et ln(1 + g). Nous remarquons que le poids d'un singleton

du belordre B

f

peut toujours s'�ecrire comme produit d'une fonctions de la forme

ln

n

x et de l'exponentiel d'une fonction de R

p�1

[[[x]]] (en simpli�ant e

f

e

g

= e

f+g

et 1=e

f

= e

�f

). Cette remarque est utilis�ee pour d�evelopper le logarithme d'un

monôme.

De même, le calcul de d

f

et s

f

se d�eroule de la même fa�con que tout �a l'heure.

Dans le cas o�u f = exp(g), nous d�ecomposons �a nouveau g = g

"

+ g

c

+ g

#

et nous

posons d

f

= e

g

"

et s

f

= s

g

#. En�n, compte tenu de cette extention, l'algorithme du

calcul d'une d�ecomposition se transporte sans probl�eme au cas pr�esent. En r�esum�e

nous obtenons le

Th�eor�eme 3. Nous pouvons expliciter un algorithme de comparaison de fonctions

exp-logs, sous r�eserve de pouvoir comparer des constantes exp-logs. ~
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Remarque. En fait, les raisonnements et algorithmes pr�ec�edents nous donnent plus.

Que f

"

est une v�eritable fonction exp-log, et non pas une transs�erie arbitraire, n'est

pas trivial a priori. De plus, nous pouvons calculer cette fonction et il en est de

même pour la troncation du d�eveloppement de f �a n'importe quel ordre.

5.3 Algorithme sans calcul des d�ecompositions

Notre algorithme pour d�evelopper f n'est pas optimal du point de vue de la com-

plexit�e. En e�et, le fait de d�evelopper par rapport �a une �echelle �xe de R[[[x]]]

n�ecessite le calcul des d�ecompositions f = f

"

+ f

c

+ f

#

, ce qui peut faire exploser le

calcul, comme dans l'exemple suivant :

exp(x

10

100

e

1=x

+ 1=x) � exp(x

10

100

e

1=x

):

En contrepartie, nous obtenons une sorte de \d�eveloppement sous forme normale"

de f , pour lequel nous devons donc parfois payer un prix lourd en temps. Si on

veut juste comparer deux fonctions exp-logs, nous allons montrer que l'on peut

se passer de calculer syst�ematiquement des d�ecompositions de f . Ceci r�eduit de

fa�con importante la complexit�e comme le montre l'exemple pr�ec�edent. N�eanmoins,

il n'est pas clair que dans la pratique, il est quand même plus utile de calculer

des d�eveloppements sous forme normale. Leur avantage est que l'on peut facilement

e�ectuer des op�erations sur des d�eveloppements, une fois qu'il sont �etablis (penser

aux op�erations �el�ementaires sauf l'exponentiation). Dans le cas de l'algorithme �etabli

ci-dessous, ceci peut conduire �a des calculs suppl�ementaires.

Supposons comme dans les sections pr�ec�edentes, que l'on veut d�evelopper une

expression exp-log f . Nous insistons sur le fait que l'on prend une expression f ,

car deux expressions rep�esentant la même fonction ne donnent pas n�ecessairement

le même r�esultat. Comme dans les sections pr�ec�edentes, nous allons associer un

belordre pond�er�e algorithmique (B

f

; �

f

) �a f . Les seules di��erences avec la const-

ruction pr�ec�edente est qu'�a une expression de la forme e

f

, o�u f est un in�niment

grand (r�ecurrence), nous associons le singleton fe

f

g. Si nous appliquons brutale-

ment l'algorithme de lin�earisation �a B

f

(ceci veut dire que K sera le sous-ensemble

de J d'indices k, avec x

k

� x

j

), la seule situation dans laquelle l'algorithme pour-

rait �eventuellement �echouer serait si dans l'ensemble K, il y a deux indices k et

k

0

, avec x

k

� x

k

0

, mais x

k

6= x

k

0

. Pour �eviter cette situation il y a deux approches

di��erentes. Soit on r�e�ecrit f avant de commencer l'algorithme de sorte que l'algorith-

me de lin�earisation ne peut pas rencontrer d'obstacle. Soit, on ne r�e�ecrit f qu'apr�es

avoir rencontr�e un obstacle et on recommence l'algorithme. Dans ce dernier cas,

il est n�ecessaire de montrer qu'apr�es un nombre �ni de r�e�ecritures l'algorithme de

lin�earisation se d�eroule sans probl�emes.
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Suivons d'abord la premi�ere approche et consid�erons l'ensembleS de sous-expressions

de f de e

g

, avec g��1, r�euni avec les ln

n

x, o�u n est inf�erieure �a la profondeur de f

(en tant qu'arbre). Par r�ecurrence, on sait ordonner l'ensemble S pour la relation

��� d�e�nie par h���h

0

, ln jhj�� ln jh

0

j. Nous allons repeter le proc�ed�e suivant :

Si S contient deux �el�ements h et h

0

�equivalents pour ���, tels que le rapport de

leurs logarithmes n'est pas constant, alors on en prend deux de maximal pour ���,

v�eri�ant cette propri�et�e. Consid�erons le cas, o�u h = e

g

et h

0

= e

g

0

- les autres cas se

traitent de fa�con semblable. On peut calculer c 6= 0, tel que g � cg

0

. Ensuite, nous

rempla�cons syst�ematiquement e

g

par e

cg

0

e

g�cg

0

dans f .

Montrons la terminaison de ce proc�ed�e. La profondeur de f (en tant qu'arbre)

reste invariant lors de la r�e�ecriture et le nombre d'�el�ements de S ne peut donc

que d�ecrô�tre. Puis, �ecrivons S = fg

1

; � � � ; g

n

g et supposons que les g

i

soient or-

donn�es pour ���. Soit k le plus petit entier tel que g

k

��� � � ���g

n

. Alors k ne peut

que d�ecrô�tre. Si k reste constant, alors le nombre de g

i

qui sont inf�erieurs �a g

k

croit pour chaque r�e�ecriture. Le nombre de r�e�ecritures est donc �ni. Il est facile de

v�eri�er qu'apr�es ces r�e�ecritures, l'algorithme de lin�earisation ne pourra plus rencont-

rer d'obstacles.

Passons maintenant �a la deuxi�eme approche et proc�edons d'abord �a quelques

d�e�nitions. A l'expression f nous allons r�ecursivement associer un ensemble �ni

G

f

= fe

g

1

; � � � ; e

g

p

g de sous-expressions de f dit de g�en�erateurs, tel que les g

i

soient

des in�niment grands et tel que le poids de tout singleton h de B

f

soit de la forme

h = c ln

n

x(e

g

1

)

k

1

� � � (e

g

p

)

k

p

;

avec c 2 R et les k

i

dans Z. Cette propri�et�e se v�eri�era ais�ement par r�ecurrence. De

mêmenous allons associer r�ecursivement �a toute sous-expression g de f sa complexit�e

�

g

2 N. Nous associons �egalement �a f son invariant I

f

, qui est l'�el�ement de N

�

,

obtenu en multipliant formellement les complexit�es des �el�ements de G

f

.

Nous posons G

c ln

n

x

= ; et �

c ln

n

x

= 0. Ensuite G

�f

= G

f

et �

�f

= �

f

. Puis

G

f

1

+f

2

= G

f

1

f

2

= G

f

1

=f

2

= G

f

1

[G

f

2

et �

f

1

+f

2

= �

f

1

f

2

= �

f

1

=f

2

= max(�

f

1

; �

f

2

). En ce

qui concerne ln f , soit P le terme principal de f . Nous pouvons �ecrire (en utilisant

la r�ecurrence) P = c ln

n

xe

k

1

g

1

� � � e

k

p

g

p

. Alors posons G

ln f

= G

f

[ G

g

1

[ � � � [ G

g

p

et �

ln f

= �

f

. En�n consid�erons le cas de e

f

. Si f est in�niment grand, posons

G

e

f = fe

f

g et �

e

f = �

f

+ 1. Sinon, posons G

e

f = G

g

et �

e

f = �

f

.

Supposons qu'�a un moment donn�e dans l'algorithme de lin�earisation, on se trouve

dans la situation, o�u x

k

� x

k

0

et x

k

6= x

k

0

, pour certains indices k et k

0

dans K.

Alors le rapport entre x

k

et x

k

0

s'�ecrit sous la forme

x

k

x

k

0

= ln

n

xe

k

1

g

1

� � � e

k

p

g

p

;

o�u les k

i

sont entiers et o�u G

f

= fe

g

1

; � � � ; e

g

p

0

g. De plus nous pouvons supposer

que �

g

1

� � � � � �

g

p

. Soit f

0

l'expression obtenue en e�ectuant syst�ematiquement les
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remplacements suivants dans f :

e

g

i

7! (e

g

i

=k

p

)

k

p

= e

g

i

=k

p

k

p

fois

� � � e

g

i

=k

p

;

pour tout 1 � i � p � 1 et

e

g

p

7! e

h

ln

n

x(e

g

1

=k

p

)

k

1

� � � (e

g

p�1

=k

p

)

k

p�1

;

avec

h = k

p

g

p

� (ln ln

n

x+ (k

1

=k

p

)g

1

+ � � �+ (k

p�1

=k

p

)g

p�1

):

Remarquons que f

0

d�esigne la même fonction exp-log que f . Nous re�commencons

l'algorithme avec ce nouveau f

0

.

En appliquant le nouvel algorithme, nous obtenons donc une suite d'expressions

f; f

0

; f

00

; � � � repr�esantant toutes la même fonction exp-log. Montrons que cette suite

s'arrête. Nous munissons N

�

de l'ordre �

lex

, tel que n <

lex

n

0

si n

i

< n

0

i

, pour

un certain i et n

j

= n

0

j

, pour tous les j > i. Alors �

lex

prolonge l'ordre partiel

canonique sur les multiensembles et est donc bien fond�e. Montrons maintenant que

I

f

<

lex

I

f

0

<

lex

� � � , d'o�u la justi�cation de notre algorithme. Il su�t de le v�eri�er

pour la premi�ere in�egalit�e. En e�et, il n'y a que le remplacement de e

g

p

qui a�ecte

l'invariant de f . Or ce remplacement a pour e�et d'enlever le singleton fe

g

p

g �a G

f

et de rajouter G

e

h . Or la complexit�e de g

p

est maximal parmi les g

i

et h � 1. Donc

les �el�ements de G

e

h = G

h

ont tous une complexit�e moindre ou �egale �a �

g

p

. Mais

�

e

g

p
= �

g

p

+ 1, donc I

e

h <

lex

I

e

g

p
et on a bien I

f

<

lex

I

f

0

.

5.4 Variantes de l'algorithme

Il reste quelques remarques �a faire �a propos de l'algorithme de lin�earisation dans le

contexte des fonctions exp-logs.

Premi�erement, on peut se poser la question si le fait de savoir qu'un certain terme

ne sera jamais atteint lors de la lin�earisation peut servir �a optimiser l'algorithme

(penser �a f(x) = e

1=x

e

e

�x

). Ceci est e�ectivement faisable, car si J = J

1

q J

2

, dans

l'algorithme de lin�earisation et si on dispose du renseignement que les �el�ements de

J

2

ne seront jamais atteints lors de la lin�earisation, alors le d�eveloppement de �((J))

sera le même que celui de �((J)� (J

2

)).

Deuxi�emement, on peut se demander si le calcul du poids d'un �el�ement de B(I)

pourrait être calcul�e en n'utilisant que des d�eveloppements en s�erie de Laurent.

Ceci �evite de faire des calculs a priori compliqu�es dans les belordres pond�er�es al-

gorithmiques. Ceci est �a nouveau possible, et nous laissons au lecteur le soin de le

v�eri�er (on utilise la technique \par tranches" expliqu�ee ci-dessous). En particu-

lier, ceci acc�el�ere consid�erablement l'algorithme de calcul d'un d�eveloppement sous

forme normale, car cette optimisation est particuli�erement utile pour le calcul des

d�ecompositions.
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En�n, il est souvent possible de d�ecomposer un d�eveloppement \par tranches".

Par ceci, nous voulons dire que l'on peut �ecrire l'ensemble I sous-jacent au belordre

pond�er�e algorithmique comme r�eunion disjointe I = q

i2I

0

I

i

, avec les I

i

dans B(I).

De plus nous demandons que I

0

soit totalement ordonn�e par la relation i < j ,

�(I

i

)���(I

j

) et que I

0

soit un belordre pond�er�e algorithmique tel que le poids de

toute partie X 2 B(I

0

) soit �egal �a �(q

i2X

I

x

). En gros ceci correspond �a assimiler

les �(I

i

) �a des constantes. On peut d�ecomposer la lin�earisation du d�eveloppement

en calculant la lin�earisation de chaque terme qui est fourni par la lin�earisation par

rapport �a I'.

Cette situation arrive syst�ematiquement dans le cas des fonctions exp-logs, grace

�a l'axiome de �nitude AFG. En e�et, tout d�eveloppement asymptotique peut être

interpr�et�e comme une s�erie de Laurent formelle en plusieurs variables, muni d'un

ordre total sur les monômes. De tels ordres sont toujours isomorphes �a une somme

lexicographique de sousgroupes additifs �niment engendr�es de R. Supposons qu'on

ait r�e�ecrit f comme dans la sous-section pr�ec�edente (par la premi�ere approche). Les

�el�ements de S correspondent (�a des \duplications" pr�es) aux variables de la s�erie de

Laurent formelle. Maintenant, on peut d�evelopper f par rapport uniquement aux

�el�ements maximaux pour ��� de S. Ceci revient �a assimiler tout �el�ement du corps

engendr�e par les autres �el�ements de S �a des constantes. Or un tel d�eveloppement

ne n�ecessite que des op�erations dans K[fX

�

g

�2R

]. Ainsi, on obtient un algorithme

�el�egant �evitant la th�eorie de la section 2.

N�eanmoins, il est clair que la d�ecomposition d'un d�eveloppement par tranches

n'est qu'une reformulation du probl�eme. On s'attend donc �a ce que les deux algo-

rithmes marche un peu pr�es aussi vite. Gonnet et Gruntz ont implant�e le dernier

et obtenu de bonnes performances. Nous remarquons �egalement que ce traitement

plus intuitif n'est plus possible dans le cas, o�u l'axiome AFG n'est plus v�eri��e,

comme dans les exemples mentionn�es dans l'introduction. La technique utilisant les

belordres pr�esente l'avantage d'être parfaitement g�en�eralisable �a ces cas et de plus,

en tenant compte de l'implantation de l'algorithme de Gonnet et Gruntz, on peut

s'attendre �a de bonnes performances.
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