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Résumé
Malgré 'omniprésence de développements asymptotiques en mathématiques,

les définitions qui en sont données different d’un auteur a 'autre. Nous pro-
posons ici un cadre général dans lequel on peut effectuer des développe-
ments asymptotiques, tout en leur gardant un sens. Il va s’agir d’établir des
développements asymptotiques et d’en tirer profit numériquement. A titre
d’application, nous donnons une nouvelle méthode de développement formel
des fonctions exp-logs modulo un oracle déterminant le signe des constantes
exp-logs. Pour réaliser ceci, nous présentons un certain nombre d’outils ef-
fectifs généraux, permettant de généraliser ce résultat ultérieurement. Plus
précisement, ce papier est le “fil guidant” pour la mise au point d’une théorie
plus complete.

Mots clés : Développement asymptotique, fonction exp-log, transsérie, an-
neau ordonné, anneau asymptotique, belordre, algorithme.

1 Introduction

En mathématiques, les développements asymptotiques se rencontrent partout. Pour-
tant, il y a une grande divergence dans la facon dont les différents auteurs traitent
ce sujet et méme en ce qui concerne la définition propre des développements asymp-
totiques. En effet, les développements les plus simples sont de la forme ag 4+ a1 +
ayx? + .-+ et on peut trés bien s’y restreindre dans un cadre limité. De facon plus
générale, on peut considérer des développements asymptotiques par rapport a u-
ne échelle, comme dans [Bour 51]. Mais I'inconvénient de cette définition est qu’il
faut préciser I’échelle, or souvent 1’échelle naturelle a prendre dépend précisement
essentiellement du procédé qui a donné suite au développement asymptotique. On a
proposé beaucoup d’autres définitions, presque toutes avec des désavantages (com-
ment traiter des développements en plusieurs variables, quels coefficients prendre,
etc.).



Nous ne prétendons pas pouvoir résoudre tous ces problemes. En revanche, nous
donnons dans la suite une définition tres générale (probablement englobant beau-
coup d’anciennes définitions), qui donne lieu a des méthodes tres générales de calcul
numérique, ainsi que formel. Avant de présenter notre démarche, rappelons ’origine
des développements asymptotiques. Initinalement, il a di y avoir deux raisons a leur
introduction :

— Pouvoir exprimer le comportement limite d’une fonction a partir des fonctions
usuelles.

— En tirer profit pour calculer des valeurs approchées de la fonction quand on
s’approche de cette limite.

La premiere raison souleve la question de ce qu’est une fonction usuelle. Il
ne semble pas exister de définition convenable, du fait, encore, que la définition
dépende de la nature du processus qui a donné lieu a la fonction. C’est pour-
quoi, notre définition sera vague de ce point de vue, et nous utiliserons juste des
symboles formels pour les fonctions de base a partir desquelles nous faisons nos
développements. Nous remarquons néanmoins qu’il existe des classes de fonctions,
comme les
transséries (voir la section 3.3), ou les fonctions analysables (voir [Ec 92]), qui ont de
bonnes propriétés de cloture en ce qui concerne la résolution des équations algébrico-
différentielles a différences. Si on veut vraiment une définition de fonction usuelle, il
faudrait probablement chercher dans cette direction.

La deuxieme raison conduit a s’interroger sur la fabrication d’un procédé de calcul
a partir d’un développement asymptotique. Ce procédé devrait fournir les termes
du développement un par un et les sommer jusqu’a ce que la précision requise soit
obtenue. Ceci donne a nouveau lieu a une subtilité : comment savoir si on a atteint ou
si on peut atteindre cette précision. Lorsque 'on dispose, en plus du développement,
d’une majoration des termes d’erreur, on peut détecter si la précision requise est
obtenue, sans nécessairement pouvoir assurer que le processus s’arréte. Lorsque 'on
sait que le développement converge, alors on peut obtenir la précision voulue en
itérant suffisamment longtemps, sans nécessairement savoir quand. A cause de cette
subtilité, il est utile de pouvoir utiliser des algorithmes légerements différents, en
fonction du cas ou 'on se trouve, et qui peuvent, si possible, méme dans le pire des
cas, donner des approximations relativement convenables.

Pour en revenir sur les développements asymptotiques formels : la plus grande
partie de ce papier leur est consacrée. A titre d’application nous nous sommes at-
tachés a donner un nouvel algorithme de comparaison de fonctions exp-logs modulo
un oracle décidant du signe d’une constante exp-log. .’existence d’un tel algorithme
a été montrée pour la premiere fois dans [DaGo 84]. Shackell a été le premier a en
obtenir explicitement un (voir [Sh 90]), mais son algorithme ne semble pas tres ap-
plicable dans la pratique. Récemment, Gonnet et Gruntz ont donné un algorithme



pratique, qu’ils ont implanté et qui a de bonnes performances (voir [GoGr 92]). Dans
les sections 2 et 3 nous développons un certain nombre d’outils permettant d’éclaircir
les techniques qui peuvent étre employées pour obtenir des développements asymp-
totiques et ceci méme dans des cadres plus généraux. Ces techniques conduisent a
de nouveaux algorithmes. En particulier nous avons retrouvé de facon indépendante
I’algorithme de Gonnet et Gruntz. Cependant, il faut préciser que dans le cas du
probleme de la comparaison des fonctions exp-logs, nous n’avons pas véritablement
besoin de nos nouvelles techniques. Nous avons pourtant choisi ce probleme comme
exemple d’application, parce que c’est une des applications les plus faciles. Pour
I’avenir nous pensons qu’il pourrait y en avoir d’autres, mais ceci nécessitera de
prolonger 1’étude entreprise.

En ce qui concerne 'organisation des différentes sections : la deuxieme section est
consacrée aux belordres. Nous résumons d’abord un certain nombre de résultats clas-
siques et en établissons ensuite quelques nouveaux. Pour un traitement plus complet
nous renvoyons vers [VdH *a]. La troisieme section porte sur I'algebre asymptotique,
le domaine qui nous fournit une base théorique par la suite. On peut la considérer
comme un remplacant de la théorie des corps de Hardy (voir [Har 10], [Har 11]),
utilisée par nos prédécesseurs. En effet, ’algebre asymptotique comprend 1’étude
algébrique des relations asymptotiques comme la dominance, la comparaison, etc.
dans un cadre tres général. Cependant, nous ne développons que les parties esssen-
tielles pour la suite de cette théorie. Pour une étude plus profonde, nous renvoyons
vers [VAH *b].

La quatrieme section concerne les méthodes générales pour obtenir formellement
des développements asymptotiques (section 4.3) et pour les exploiter numériquement
(section 4.2). La section 5 contient I'application aux fonctions exp-logs et nous y
établissons également quelques résultats de nature structurelle sur les fonctions exp-
logs. Un algorithme de comparaison des constantes basé sur les méme techniques et
modulo la conjecture de Schanuel en théorie de nombres sera donné dans [VdH *c].
Pour une discussion sur l'intérét de cette conjecture dans notre contexte, je renvoie

vers [Sh 92].

Pour terminer, je tiens a remercier Maurice Pouzet, Bruno Salvy et Jean Marc
Steyaert pour les discussions fructueuses que j’ai pu avoir avec eux. Je remercie
également Fabrice Lefebvre de 1’aide qu’il m’a apporté lors de I'installation de divers
logiciels, qui m’ont servi a rédiger cet article.



2 Introduction aux belordres

2.1 Introduction

Les belordres constituent le premier outil dont nous auront besoin par la suite.
Un belordre est une relation d’ordre! bien fondé sans antichaine infinie. Ceci veut
dire qu’il n’y a pas de suite infinie strictement décroissante, ni d’ensemble infini
d’éléments deux a deux incomparables. Leur intérét vient du fait que plus tard un
développement asymptotique sera une somme indexée par les éléments d’un be-
lordre. Les principaux résultats sur les belordres concernent ce que nous appelons
des constructions élémentaires. Plus précisement, on montre comment fabriquer des
nouveaux belordres a partir des anciens a 1’aide de ces constructions. Plus tard,
ces constructions correspondent naturellement aux opérations élémentaires sur les
développements asymptotiques.

Les belordres apparaissent sous beaucoup de formes en mathématiques et sont
fréquemment redécouverts. Le premier résultat classique est le lemme de Dickson
(N" est un belordre). Ensuite, il y a les théoremes de Higman et de Kruskal, concer-
nant les mots et les arbres. Pour une discussion assez complete nous renvoyons
vers [Pouz *]. Dans la section 2.2 nous résumons les résultats dont nous aurons be-
soin dans la suite. Dans la section 2.3 nous montrons sous quelques réserves que des
constructions élémentaires de la section 2.2 sont en faite effectuables par algorithme.
Dans la section 2.4 nous montrons que ’algebre Booléenne engendrée par les parties
finales d’un belordre vérifie des propriétés intéressantes vis-a-vis les constructions
élémentaires.

Nous aurons également besoin de quelques dérivées subtiles de la notion de
belordre. Par exemple, pour pouvoir faire des calculs numériques a 1’aide d’un
développement asymptotique, la notion légerement moins forte d’ordre inductif (qui
est un ordre bien fondé, dont chaque élément possede qu’un nombre fini de succes-
seurs) suffit. On montre qu’en particulier tout belordre est un ordre inductif. On
obtient une autre variante de la notion de belordre en lui imposant d’étre propre
(voir la définition dans la section 2.2). Or, la chose essentielle que toutes ces variantes
des belordres ont en commun est la stabilité vis-a-vis des constructions élémentaires.

I'Nous convenons qu’une relation d’ordre est une relation réflexive, transitive et antisymétrique.
Les ordres dans ce papier seront donc a priori partiels et quand on aura affaire a des ordres totaux,
nous le préciserons.

Nous remarquons également que certaines personnes préferent lever la condition d’antisymétrie
dans la définition d’un belordre. Ce point de vue n’est pas plus général, du fait qu’a un tel quas:
ordre < on peut canoniquement associer un ordre en identifiant des éléments x et y, tels que
r<y<u.

Enfin, nous commettrons souvent ’abus de langage de confondre les ensembles avec leurs struc-
tures sous-jacentes. Par exemple, on dira souvent que E est un belordre, au lieu de dire que F
est un ensemble muni d’une relation de belordre. La méme remarque s’applique dans les autres
sections lorsque 1’on considére des ensembles muni d’une structure algébrique.



2.2 Rappels sur les belordres

Rappelons d’abord un peu de terminologie. Une partie finale d’'un ordre < sur K
est une partie F' C E, vérifiant « € FF N @ <y =y € F. On note par (A) = {y €
E|dz e A x <y} lapartie finale engendrée par A C E. Ensuite, la réunion disjointe
de deux ordres est 'ordre sur la réunion disjointe des ensembles sous-jacents, dont
les deux sommants sont mutuellements incomparables et dont 'ordre sur chaque
sommant est ’ordre induit. L’ordre produit de deux ordres sur £ resp. F' est 'ordre
par composants sur F x F'. Soit maintenant (£, <g) un ensemble ordonné et soit £*
I’ensemble de mots a valeurs dans E. On munit £* de sa relation d’ordre “naturel”
<p+ définie par : xy- -, <g+ Y1 Ym, s8'll existe une application ¢ strictement
croissante de {1,--- ,n} dans {1,--- ,m}, telle que x; <g yy(;), pour tout 1 <7 < n.
C’est l'ordre d’abritement de Higman. On peut considérer la relation d’équivalence
~ sur I qui rend équivalents tout couple de mots identiques a une permutation des
lettres pres. L’ensemble £° = E*/ ~ est 'ensemble de multiensembles d’éléments de
E. Comme < est compatible avec ~ (c.a.d. que @ < y et & ~ 2’ implique I'existence
d'un y' ~ y, tel que 2’ < y’), cet ensemble est canoniquement muni d’un ordre <geo
(une classe est inférieure a une autre, si un représentant de 'un est inférieure a un
représentant de 'autre). Par abus de notation, nous noterons les éléments de E°
encore par des mots, bien qu’il soit sous-entendu que les lettres commutent. Nous
remarquons qu’un élément de E° peut toujours étre représenté par x{---x, € E*,
ou x; < x; implique ¢ < j. 51 E est muni d'un ordre total, cette représentation est
canonique.

Notre objectif principal dans cette section est de fabriquer des belordres en u-
tilisant des constructions élémentaires, comme la somme, le produit, etc. Donnons
d’abord une caractérisation des belordres.

Proposition 1. Soit E un ensemble ordonné. Les trois propositions suivantes sont
cquivalentes :

(a) Uordre sur E est un belordre.
(b) Toute partie finale de E est finiment engendrée.
(¢) Toute suite a valeurs dans FE admet une sous suite extraite croissante.

Démonstration. Soit /' une partie finale d'un belordre et G C F ’ensemble des
éléments minimaux de /. G est une antichaine, donc fini. De plus G engendre F, car
un belordre est bien fondé. Réciproquement, si x1, x9, -+ est une antichaine infinie
ou une suite strictement décroissante infinie, pour un certain ordre, la partie finale
engendrée par {xq, 2, - } n’est pas finiment engendrée. Ceci démondre (a) < (b).

Soit maintenant une suite {1, xq,---} a valeurs dans ’ensemble £ muni d’'un
belordre. Extrayons une sous suite croissante {x;,,z;,, -} par le procédé suivant :
On appelle F,, la partie finale engendrée par les zy, avec k > 2, et x; = x; en
convenant que Fy = FE. On suppose par récurrence que la suite admet une infinité



de termes dans F,. Or F,, admet un nombre fini de générateurs et nous pouvons donc
choisir un générateur x; ., , avec 1,41 > 2, et tel que la suite admet une infinité de
termes dans Fj,11. Réciproquement, il est évident que I'on ne peut pas extraire une
sous suite croissante d’une antichalne infinie ou d’une suite strictement décroissante
infinie. Ceci démontre (b) = (¢) = (a). v

Nous avons trois corrolaires triviaux de la proposition précédente, qui sont également
trivialement vrais, si on remplace belordre par ordre inductif.

Corollaire 1. Tout ordre total bien fondé est un belordre.
Corollaire 2. Toute réunion disjointe de deux belordres est un belordre.
Corollaire 3. Tout ordre produit de deux belordres est un belordre.

Corollaire 4. Soit (F, <) un ensemble belordonné et ~ une relation d’équivalence
compatible avec <. Alors | ~ est belordonné par son ordre quotient.

Un résultat plus profond sur les belordres est le

Théoreme 1. (Higman) Soit (F,<g) un ensemble belordonné. Alors E* est be-
lordonné par <gx.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde et supposons que ’ensemble des anti-
chaines infinies (vues comme des suites) A soit non vide. On muni A de l'ordre
(lexicographique) <4 suivant : {x; }ien <ua {y:}ien, si pour un certain n, les x; et y;
sont égaux ou incomparables, pour 0 < ¢ < n et x, <g+ y,. En choississant d’abord
xg, puis a1 et ainsi de suite on s’apercoit qu’il existe un x € A, qui est minimal pour
<a.

Or, considérons maintenant la suite {x;1}icx. On peut en extraire une sous suite
croissante {51?@(2'),1}2'6N- Maintenant considerons la suite

! !
Loyt 5 Lp(0)=15 Tp(0)s Tp(1)r """

ou x/@(k) désigne le mot x (1) privé de sa premiere lettre. Cette suite est inférieure a
x, donc pas dans A. On vérifie qu'il existe alors un 0 < j < ¢(0) — 1 et un k, tel
que x’w(k) <g» xj. On peut supposer j minimal. Il s’en suit que la suite

! !
$07 e 7xj_17x@(k)7$@(k+1)7 RN

qui est également inférieure a = appartient a A, d’ot une contradiction. @

Corollaire. Soit (E,<g) un ensemble belordonné. Alors Uordre <go sur E° est
cgalement un belordre.



On laisse au soin du lecteur de vérifier que lorsque E est muni d’un ordre induc-
tif, alors il en est de méme pour E* et E°.

Nous terminons cette sous-section par quelques définitions. Nous disons qu’un
élément @ d’un ordre F est atteignable, s’il existe v1 < -+ < x, = x dans F, tel que
chaque x;11 soit un successeur de z; et tel que xy est un élément minimal de . Nous
qualifierons de propre tout ordre, dont chaque élément est atteignable. Nous laissons
au lecteur le de vérifier que les constructions élémentaires conservent la propreté d’un
ordre, avec cette petite réserve que les seuls ordres totaux propres sont ceux qui sont
isomorphes a un ordre fini ou a N. Remarquons également qu’un ordre propre n’est
pas toujours bien fondé. Enfin, nous disposons d’une caractérisation des belordres
propres :

Proposition 2. Soit £ un ensemble belordonné. Alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

(a) Uordre sur E est propre.

(b) Chaque élément non minimal de E est successeur d’un élément.

(¢c) Pour tout v € E, x est parmi les €léments minimauz du complément d’une
partie initiale finie de E.

Démonstration. [’équivalence entre (a) et (b) est triviale et est méme vérifiée
lorsque l'ordre sur F n’est que bien fondé. L’implication (¢) = (b) est facile en
remarquant que si pour x € K, on prend une partie initiale [ finie vérifiant les
hypotheses, alors x est successeur d’un élément de I. Finalement, supposons que
(b) soit vérifié et soit # € F. Considérons I'ensemble I, = {y € Ely < x}. x est
clairement un élément minimal de £ — [.. Montrons par "absurde que [, est fini. Si
I, est infini, il existe un prédécesseur @’ de = (nécessairement sans [,.), tel que I,/
est infini, car les prédécesseurs de x formant une antichaine sont en nombre fini. En
répetant ce procédé et en appliquant I’axiome du choix, nous construisons une suite
descendante infinie, contredisant les hypotheses. @

2.3 Sur les belordres algorithmiques

Dans la suite nous aurons besoin de pouvoir faire des calculs effectifs a partir des
ordres inductifs et des belordres. Ainsi, on dit qu’un ordre inductif £ est algo-
rithmique, si la comparaison est effective et si on peut calculer 'ensemble fini des
éléments minimaux My de F ainsi que I'ensemble fini de successeurs Sg(z) =
Mz)—(zy de chaque élément x € E par algorithme. De plus, nous exigeons que
I’ordre soit propre. Comme exemples nous avons tous les ordres que I'on obtient a
I’aide des constructions élémentaires :



1. Tout ensemble fini £ muni d’un ordre algorithmique. Mg et Sg(x) peuvent
étre calculés de facon exhaustive. Dans les cas courant, ou toutes les éléments
sont comparables, ou quand £ = {l1,--- ,n}, il est possible de donner (on le
laisse au soin du lecteur) des algorithmes plus rapides.

2. L’ensemble N, avec My = {0} et Sy(n) = {n + 1}. L'ordre sur N est l'ordre

classique.

3. 51 F et F sont des ordres inductifs algorithmiques, alors £ II F' en est un,
avec Mpnp = Mg U My et Spurp(z) = Sg(x) (resp. Sp(x)), si @ € F (resp.
F). On a @ <gur y, ssi @ et y appartiennent au méme composant et = y est
inférieur a y.

4. Si E et I sont des ordres inductifs algorithmiques, alors F x F' en est un,
avec Mpyp = Mg x My et Spxr((2,y)) = Se(x) x {y} U{a} x Sp(y). On
a(z,2') <pxr (y,9'),ssi e <pyeta <py

5. 51 E est un ordre inductif algorithmique muni d’une relation d’équivalence ~
algorithmique (pour tout « € F, sa classe d’équivalence est finie et on sait
calculer ses éléments par algorithme) compatible avec la relation d’ordre sur
E, alors F/ ~ en est un. Pour calculer Mg/, on calcule {Z|x € Mg} et on
supprime les éléments redondants. Pour calculer ’ensemble de successeurs de
7, on calcule {y|y € Sg(2’) A 2’ € T}. Enfin, on supprime a nouveau les
éléments redondants.

6. Si F est un ordre inductif algorithmique, alors £* en est un. On a Mg« = {e}
et I’ensemble de successeurs de z; - - - z,, est la réunion de 'ensemble de mots
de la forme xq--- 2 1y;®ip1 -y, avec y; € Sg(x;) et 'ensemble de mots
de la forme xy---x;yx;p1---x,, avec y € Mpg. Pour comparer deux mots
r = x1--2, €t y = Y1+ Ym, ON compare par récurrence r; avec y; (avec
i = j = 1 au début) et on augmente ¢ et j, si x; <g y; et que ¢, sinon.
Lorsque ¢ atteint n + 1, on a @ <g« y. Sinon, on a =(x <g« y). On justifiera
cet algorithme par la proposition 3.

Pour qu'un belordre sur E soit algorithmique, il faut de plus que pour tout couple
(x,y) € E* on sache calculer 'ensemble Gr(x,y) = M4)n(,) d’éléments minimaux
de (x) N (y). Par une récurrence facile on peut alors construire un algorithme qui
fait ceci pour tout ensemble fini F' C E (c.a.d. de calculer ’ensemble Gg(F') des
éléments minimaux de ,cp(x)). En vue des corrolaires et du théoreme de la sec-
tion précédente, on peut maintenant remplacer ordre inductif par belordre dans les
exemples précédents. Montrons comment calculer les Gg(x,y) dans ces cas :

1. On peut a nouveau calculer Gg(x,y) de fagon exhaustive.

2. On a Gy(z,y) = {max(z,y)}.



3. OnaGpur(z,y) = Ge(x,y) (resp. Gr(z,y)),siz,y € £ (resp. I') et Gpur(z,y) =
() sinon.

4. On a gExF((xvy)v (xlv y/)) = gE(l',l'/) X gF(yvy/)

5. Pour calculer Gg/(T,7), on procede de facon analogue au calcul des succes-
seurs.

6. Gg+(x1- - Tn, Y1+ Ym) est 'ensemble de mots (dont on élimine les éléments
redondants), qui sont résultat du processus non déterministe suivant : On
commence par un mot z = ¢ et des variables ¢+ = j = 1. Puis, de facon repetée,
on choisit parmi les options suivantes : On rajoute z; a z et on augmente ¢,
ou bien on rajoute y; a z et on augmente j, ou bien on choisit une lettre dans
Gr(xi,y;), que 'on rajoute a z et on augmente ¢ et j. Si ¢ atteint n + 1 (ou
J atteint m + 1), on rajoute y;-- -y, a z (resp. ;- --x,) et 'algorithme est
terminé. Cet algorithme est également justifié par la proposition 2.

Pour terminer, justifions les algorithmes de comparaison et du calcul d’intersec-
tion de parties finales dans le cas de £°. Pour les autres exemples la justification est
facile et laissée au soin du lecteur.

Proposition 3. Les algorithmes de comparaison et du calcul d’intersection de deux
parties finales, présentés dans les exemples précédents, sont corrects.

Montrons d’abord que l’algorithme de comparaison entre * = zy--- 2, et y =
Y1+ Ym est correct. Nous supposons que l’ensemble des applications de {1,--- n}
dans {1,--- ,m} est muni de 'ordre lexicographique. Il est clair que lorsque algo-
rithme décide que = <g« y, alors on a effectivement * <g« y. Supposons maintenant
que z <pg- y et soit © une injection croissante minimale pour 'ordre lexicographique
tel que x; <g y,(;), pour chaque 7. A cause de cette minimalité, on augmente j dans
I’algorithme précisement quand j = ¢(¢). L’algorithme décidera donc également que
T <pgxy.

Montrons maintenant que ’algorithme d’intersection de deux parties finales est
correct. Déja on vérifie aisément que les mots z fabriqués par 1’algorithme sont tous
supérieurs a x et y. Soit maintenant un mot mq---my, € (x1---x,) N (Y1 Ym)
et montrons qu’il y a un z avec z < m. Solent ¢ et ¥ tels que x; < my(;) et
y; < my(), pour tout 7 et j. Nous pouvons supposer sans perdre de généralité que
Im(e) U Im(y) = {1,--- ,p}. Alors montrons en effectuant 1’algorithme, que 1’on
aurait pu choisir un z --- z,, avec z; < my, pour tout :. En effet, supposons que
I'on se trouve a la position (&, y;, Mg, zk). Si x; < my et y; < my, alors on aurait
pu choisir z; dans Gg(x;,y;), avec zp < my. De plus, dans 'algorithme, on aurait
augmenté ¢ et j (et k). Si juste un élément parmi x; et y; est inférieur & my, disons
x;, alors on prend z; = x; et on augmente ¢ (et k). A la fin de I'algorithme, nous



avons bien les inégalités voulues entre les lettres de z et m. @

Remarque. Du point de vue de lefficacité, les algorithmes précédents sont loins
d’étre optimaux. L’algorithme de calcul d’intersection de deux parties finales de
mots, peut étre optimisé en supprimant les éléments redondants en cours de route.

En ce qui concerne les multiensembles, on peut combiner les exemples 5 et 6, mais
on peut gagner en vitesse en supposant que 'ordre <p est prolongé en un ordre total
effectif <, (en particulier, on peut faire ceci pour les constructions élémentaires).
Apres, on travaille sur les représentations canoniques de mots par rapport a <’.
Du coup, on peut simuler les algorithmes sur les mots, ce qui évite de passer au
quotient.

2.4 Sur les belordres pondérés algorithmiques

Soit F un ensemble. On appelle algebre booléenne sur E tout sous-ensemble de
P(P(FE)), stable par intersection et complémentaire dans F et contenant I’ensemble
vide. Tout sousensemble G de P(F) engendre une telle algebre, notée (G), car 'in-
tersection de deux algebres booléennes en est également une. Réciproquement toute
partie d’une algebre booléenne qui ’engendre est appellée partie génératrice. Soit
A un groupe abélien. On appelle pondération de E (par rapport a une algebre
booléenne B) toute application p de B dans A, vérifiant () = 0 et p(X T Y) =
w(X) 4+ p(Y), pour tout X et Y dans B. Nous rappelons que étant donné une
pondération, on peut exprimer le poids d’une réunion d’un nombre fini d’ensembles
Xi,-++, X, en fonction des poids des intersections de ces ensembles. Cette relation
est donnée par la formule de crible :

PG U UX) = (DR (X N0 X,

De facon duale, nous avons

pXN XY= Y (DX, U UXG).

Une pondération importante sur tout ensemble £ est ’application X qui a chaque
partie de £ associe sa fonction caractéristique dans Z¥. On vérifie aisément que
toute pondération p se factorise p = ¢ 0 X, ou ¢ est un morphisme de groupes. Soit
maintenant G une partie de P(F). Alors nous avons également le lemme suivant :

Lemme 1.

(a) Une application p : G — A se prolonge (éventuellement en €largissant A) en
une pondération par rapport a (G) ssi pour tout & € Z'9) telle que Y yeq E(X)Xx =0,
on ait YxegE(X)p(X) =0.

(b) Ce prolongement est unique (et a valeurs dans A), si Uintersection de tout
couple d’éléments de G est réunion disjointe d’un nombre fini d’éléments de G.
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Démonstration. Supposons que p se prolonge en une pondération sur (G) et
soit ¢ € Z9) telle que Y xeg (X)X x = 0. Le support de ¢ engendre une algebre
booléenne, qui est également engendrée par un nombre fini de parties deux a deux
disjoints (appellé base). En décomposant sur la base, on trouve 3 x5 £(X)p(X) = 0.

Supposons réciproquement que la condition de la partie (a) du lemme est vérifiée.
Déja, nous pouvons (et devons) définir p(Y) = 3y (X )p(X), pour toute partie
Y telle que Xy = Y xeq (X)X x. Nous remarquons que grace a la formule de crible
une telle écriture est toujours possible si la condition de la partie (b) du lemme est
vérifiée.

Supposons maintenant qu’il existe une partie Y dans (G), telle que I'on puisse
écrire nXy = Yy &(X)Xx, pour un certain n € N*. Alors placons nous dans le
surgroupe abélien B de A, obtenu en adjoignant formellement tous les éléments de
la forme a/m a A, avec a € A et m € N*. Alors dans B nous pouvons (et devons)
poser 1(Y) = (1/n) S xeg €(X)u(X). Remarquons que ¢ = {{1,2}, 11,3}, {2,3}}
est un cas simple dans lequel cette situation arrive.

Supposons finalement qu’il existe une partie Y dans (G), telle que ’on ne puisse
pas écrire nXy = Y.y g £(X)X x, pour aucun n € N*. Alors la condition de la partie
(a) du lemme est vérifiée pour 'ensemble G U {Y'} en choisissant n’importe quelle
valeur pour x(Y). Le lemme est maintenant aisément obtenu en appliquant le lemme

de Zorn. V)

Sil’ensemble E est belordonné, nous pouvons canoniquement lui associer 1’algebre
booléene B( F) engendrée par les parties finales de £. Si on dispose d’une pondération
(o par rapport a B(FE), nous disons que E est un belordre pondéré. Nous remar-
quons que la partie (b) du lemme précédent implique qu’'une telle pondération est
déterminée par les poids des parties finales. De plus, la pondération est dite algorith-
mique, si on sait évaluer le poids de toute partie finale (donnée par I’ensemble fini
de ses éléments minimaux) par algorithme. Si de plus F et A sont algorithmiques
(pour A ceci veut dire que toutes les opérations de A et le test d’égalité se font par
algorithme), alors on dit que E est un belordre pondéré algorithmique. On laisse au
lecteur le soin de vérifier que 1’on sait alors évaluer le poids de tout élément de B(F)
par algorithme.

Nous allons généraliser les constructions élémentaires aux belordres pondérés
algorithmiques. Si E est un ensemble fini, il faut et suffit de connaitre le poids de
chaque élément. Dans le cas ou £ = N, il faudrait en outre connaitre le poids de
N tout entier. Si F et F' sont des belordres pondérés algorithmiques, on définit la
pondération pgnr = pg + pr sur E I F par

peup(X) = pp(X N E) + pp(X 0 F).

Il est clair que cette pondération est algorithmique. Supposons maintenant que A est
un anneau algorithmique (c.a.d. qu’a nouveau toutes les opérations ainsi que le test
d’égalité se font par algorithme) et £ et [ des belordres pondérés algorithmiques a
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valeurs dans A. Soit G ’ensemble des parties de £ x F' de la forme X x Y, ou X
et Y appartiennent respectivement a B(F) et B(F'). Alors nous pouvons associer un
poids a ces parties par

pexE(X X Y) = pp(X)pp(Y).

Montrons que ceci induit une pondération algorithmique sur £ x F' (que I'on note
HELF) -

Proposition 4. L’application pupyp définie ci-dessus se prolonge en une pondération
algorithmique sur £ x F.

Démonstration. Nous remarquons que les conditions des parties (a) et (b) du
lemme sont trivialement vérifiées (pour la partie (a), on utilise la distributivité dans
A). 1l suffit donc de démontrer que toute partie finale est dans (G) et que son poids
est calculable par algorithme. Soit (21,y1), -+, (%, ys) une antichaine de £ x F.
Alors nous savons calculer les poids pgr(X) et up(Y) de X = (x1) N -+ N (2,)
et Y = (y1) NN (yn). Or Z = ((z1,91)) N -+ N ((20,y,)) = X x Y, done
pExr(Z) = pp(X)pr(Y). En appliquant ceci, ainsi que la formule de crible, on
peut calculer le poids de toute partie finale de F x F. @

Passons maintenant aux belordres quotients. Si F est un belordre pondéré al-
gorithmique et ~ une relation d’équivalence algorithmique sur £, nous munissons
E/~ d’une pondération pp/~= fig/~ en imposant que pour toute partie finale X
de '/~ on ait

pe/~(X) = pp({a € Ela € X}).
De plus, a partir de I’ensemble des éléments minimaux de X on peut facilement
reconstruire ’ensemble des éléments minimaux du préimage par la surjection cano-
nique. Il s’en suit que £/~ est également un belordre pondéré algorithmique. Ceci
est en particulier le cas pour I'ensemble £"/~, considéré comme sous-belordre de
E°. Nous remarquons par ailleurs que E"/~€ B(E®), car E°/~ U--- U E"/~ est le
complémentaire de la partie finale des mots d’au moins n + 1 lettres.

La derniere construction élémentaire qui nous sera utile dans ce papier est la
construction multiensemble. Nous nous occupons de la construction ensemble de
mots dans [VdH *a]. Nous supposons cette fois ci que la pondération est a valeurs
dans un corps algorithmique K (définition laissée au lecteur). Formellement, nous
définissons le poids d’un élément 1 ---x, € E° par

pre(ar - xn) = fupp(@1) - p(Tn),

pour certains éléments fo, f1,- -+ dans K. Nous allons donner un sens a cette définition
formelle. Soit G ’ensemble des parties de la forme X°Y, ou X € B(FE) et V €
B(E"/~). On peut associer un poids a des telles parties, si pg(X) # 0, par

f(pe(X)) = (fooape(X)" 4+ + fo)

pEe(X°Y) = e (X)"

ﬂE"/N(Y)v

12



pour une certaine fonction f : A — A (qui correspond formellement a la fonction
définie par f(x) = fo+ fiz+---). Cette formule reste valide, si on assimile la fraction
a fn, lorsque X est de poids nul. Montrons maintenant que cette formule induit une
pondération algorithmique sur E° (que 1'on note par f(pug)) :

Proposition 5. L’application pgo définie ci-dessus, pour f : A — A et des
constantes fo, f1,--- € A calculables par algorithme, se prolonge en une pondération
algorithmique sur E°.

Démonstration. Montrons d’abord que (G) = B(E°). Pour cela, il suffit de montrer
que la partie finale X engendrée par un élément © = 1 ---x, € E° est dans (G).
Notons par X; I’ensemble des mots de E° qui sont supérieurs a un sousmot de x de
¢ lettres, sans étre supérieur a un sousmot de ¢ + 1 lettres. Comme le supplémentaire
X de X est donné par X = XqU---UX,_1, il suffit de montrer que les X; sont dans
(G), pour chaque 0 <7 < n — 1. Notons par S; I’ensemble de sousmots de ¢ lettres
de z. Pour S C S; notons par Jg 'ensemble d’indices j tel que x;2" est un sousmot
de x, pour un certain ' € S. Notons également par Ys I’ensemble des mots y de @
lettres tel que S soit précisement ’ensemble de sousmots de = a 2 lettres, inférieurs
a x. Alors 5; est donné explicitement par

<
Xi = U (U (l’])) Ys.
SeS; \Jj€Js
Il est clair que le complémentaire de ;e (z;) est dans B(F). Il est facile a voir
que l'on peut former Ys en partant des (y), avec y € S; et en utilisant des com-
plémentaires et des intersections dans B(E?).
Montrons maintenant que la condition de la partie (a) du lemme est vérifiée.
Supposons donc que 'on ait

§iXxoy; + -+ G Xxey, = 0,

avec les XY; dans G. Supposons d’abord que les X; sont vides. Alors on peut re-
grouper les termes Y; dont les mots ont méme longueur et la condition est vérifiée
en appliquant la proposition précédente et en passant au quotient. Supposons main-
tenant que les X; ne sont pas tous vides. Quitte a rajouter des termes de la forme
0°Y a la somme, nous pouvons supposer que les mots dans les Y; ont tous méme
longueur. Soit maintenant I I’ensemble des indices pour lesquelles X; = X,,,, ou X,
est un élément maximal pour I'inclusion parmis Xy, -+, X;. Quitte a réordonner les
indices, on peut admettre que I = {{+ 1,--- ,k}. Supposons qu’il existe un mot y
tel que 1 Xy,, (y) + - + &Xy, (y) # 0. Alors soit x € X3 un mot de la forme
x = a2y, tel que x; ¢ X;, pour 1 < ¢ < [. Pour p suffisamment grand un tel
mot ne peut appartenir aux XY, avec 1 <7 < [. On obtient donc une contradiction
en écrivant

0=&Xxpy(2) + -+ G Xoxpvi () = Qi Xxp vig, () + - 4+ &Xxpy (@) # 0.
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On a donc {1 Xy, +- -+ & Xy, = 0, d'ou leXloyl + - "|'€kXX[>Yz = 0. En repetant
notre argument, on retombe donc toujours sur le cas ou les X; sont vides.

Montrons ensuite que la condition de la partie (b) du lemme est vérifiée. Alors
solent (X1, X3) € B(F)? et (Y1,Y2) € B(E™) x B(E™) et soit  un mot de longueur
[ >n+mdans Z = X7Y; N X5Y5. Alors nous pouvons désigner un sousmot de
n lettres de x qui est dans Y] et un sousmot de m lettres de o qui est dans Y5.
Ainsi, nous pouvons factoriser y = y'y”, avec y' € (X1 N X32)° et y” € X{"Yo N XJY.
Finalement, I’ensemble des mots « € Z de longueur [ < n+m est donné explitement
par XI7"Y, 0 XYL

Montrons enfin que I'on sait calculer les poids des éléments de (G) par algorith-
me. Déja on sait calculer les poids des éléments de G par définition. Sinon le poids du
complémentaire d'un élément X de (G) est donné par ppe(X) = f(up(E))—pup(X).
I1 suffit donc (en utilisant & nouveau la formule de crible) de montrer que I'intersec-
tion de deux parties de G est une réunion finie disjointe de parties de G et que cette
décomposition est effectuable par algorithme. Ce que nous avons démontré tout a

I’heure. V)
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3 Introduction a l’algebre asymptotique

3.1 Définitions et exemples

Pour la définition des développements asymptotiques, nous aurons besoin de fixer un
cadre formel, dans lequel on dispose des opérations habituelles + et -, ainsi que des
relations asymptotiques, comme la comparaison asymptotique et le symbole petit o
(soit, de facon équivalente, d’une relation de prépondérance). Ainsi, on est amené
a considérer des anneaux munis d’une structure supplémentaire. Dans la suite nous
supposerons les anneaux commutatifs et unitaires, bien que beaucoup de résultats
peuvent s’étendre au cas non commutatif.

Premierement, on appelle anneau ordonné tout anneau A muni d’une relation
d’ordre < vérifiant (pour tout a,b,a’, b’ € A) :

AO1. a<bANd<V=a+d<b+¥,
AO2. 0<a ANO0<b=0<ab

Dans le cas, ou l'ordre < est total, on parle d’anneau totalement ordonné. Nous
remarquons que l'ordre est déterminé par ’ensemble des éléments positifs.

Exemple 1. Tout anneau habituel de germes de fonctions peut étre muni d’une
relation d’ordre. Par exemple C(R) (I'anneau de germes de fonctions continues a
I'infini) est un anneau ordonné pour la relation d’ordre suivant :

T<ge (AXeRVe>X f(z) < g(x)).

I’anneau de germes de fonctions a deux variables par rapport a la premiere variable
p pPp p
qui tend vers I'infini C, .(R?) est aussi un anneau ordonné pour 'ordre suivant :

f<g&e (IXERYe> X VyeR f(z,y) < g(z,y)).

Deuxiemement, un anneau asymptotique est un anneau A, muni d’une relation
& d’ordre asymptotique vérifiant pour tout a,b et ¢ dans A :

OAl. 0<ka,

OA2. a<b= —a kb,

OA3. a<c ANb<KLe=a+bKe,
OA4d. a < b= ac <K be,

OA5. a<<b A bKe=zaKe

Nous remarquons que cette notation est un peu troublante au niveau des relations
d’ordres, car < n’est pas un ordre strict (on a toujours 0 < 0). Remarquons
également que lorsque A est un corps, la relation < est entierement déterminée
par le sous-anneau de A des éléments a < 1.
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Exemple 2. Soit A un anneau ordonné et B un sousanneau de A. Nous pouvons
définir un ordre asymptotique par

a<pb<Ve>0,e6€B a <cb.
On peut également définir un ordre asymptotique par

a<=pbs de6>0,ce€B a <eb.

Exemple 3. Tout anneau habituel de germes de fonctions est un anneau asymp-
totique, pour la relation de prépondérance, ainsi que la relation de dominance. Par
exemple C.(R) est un anneau asymptotique, pour la relation de prépondérance
suivante :

F<ge (Ve>0IXERVe>X |f(2)] < elg(a)]).

Il 'est également pour la relation de dominance définie par
FR7e (F>0IXERVe> X |f(2)] < elg(w)]).

De fagon analogue, on définit des ordres asymptotiques (uniformes) sur I’anneau

O (R?).

Exemple 4. [algebre commutative donne également naturellement lieu a des an-
neaux asymptotiques. Soit par exemple i un idéal de A. Nous pouvons définir la
valuation i-adique d’un élément a de A :

vi(a) = max{n € Nja € {"}.
Alors nous définissons une relation d’ordre asymptotique par
a =i b< vi(a) > vi(b).
Si 'on suppose de plus que vi(ab) = vi(a) + vi(b) et vi(a) = +o00 < a = 0, on peut
également définir une relation d’ordre asymptotique par
a<ib< (vi(a) > wvi(b)) V a=b=0.

Exemple 5. Il y a une autre facon de fabriquer des anneaux asymptotiques en
algebre commutative. Supposons a nouveau que i est un idéal d’un anneau A. Alors
nous pouvons définir la relation d’ordre asymptotique suivante :

a < bsacib.

Cette relation est généralement plus fine que les relations <; et <«; de 'exemple
précédent. Considérons par exemple 'anneau des séries formelles K[[.X, Y]], d’idéal
maximal m = (X, Y). Alors X? <, Y, bien que X? #<, Y. Plus généralement, si A
est un anneau local, d’idéal maximal m, 'ordre asymptotique <, coincide plus ou
moins avec la relation de divisibilité stricte. En effet, on a ¢ <y b < (blza V a =
b=0), avec b|ra < (a) Cx (b). Plus généralement, le symétrique de la relation de
divisibilité est un ordre asymptotique.
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3.2 Anneaux des séries formelles généralisées

Supposons maintenant que X est un semigroupe commutatif (pas d’inverse) ordonné
(< compatible avec la multiplication) et que C est un anneau. Nous allons définir
I’anneau des séries formelles généralisées C'[[X]].

Nous posons A = C[[X]] = C¥1 ot O est 'ensemble des applications de C'
dans X a support belordonné (pour 'ordre induit par X'). Intuitivement, un élément
a de A correspond a la somme Y, cx a(x)x. Remarquons que plus généralement, on
peut donner un sens aux sommes > ;¢ ¢;x;, ou [ est un ensemble belordonné et {¢;}
resp. {x;} des familles a valeurs dans C resp. X vérifiant ¢+ < j = a; < ;. En
effet, pour x € X fixé, les indices ¢ tels que z; = z forment une antichaine et ils
sont donc en nombre fini. On définit donc bien une application a de X dans C' par
a(x) = Y.,.—, ¢. De plus, le support de cette application est belordonné pour I'ordre
induit par X, car c’est un sousensemble de I'image d’un ensemble belordonné par
une application croissante.

Donnons un peu de terminologie. Les éléments de X sont appelés des monomes
(et X est inclu canoniquement dans A). Les éléments de C' sont appelés des co-
efficients (et C est également canoniquement inclu dans A). Si a € A et x € X,
on dit que a(z) est le coefficient de x dans a. Enfin, notons par A° (resp. par A°)
le sous-anneau de A formé des éléments a tels que @ € suppa = = > 1 (resp.
z € suppa = x > 1). Les éléments de A° (resp. A°) sont appelés éléments infi-
nitésimaux (resp. bornés).

Montrons maintenant que I’on peut munir A d’une structure d’anneau. La somme
de deux éléments a et b dans A se définit comme étant

a+ b= Z Citg,

tesuppallsuppb

ou ¢; = a(x) (resp. ¢; = b(x)) et x; = x, si 1 est 'image de x par I'injection canonique
de suppa (resp. suppb) dans suppa I supp b. De méme le produit de a et b est

ab = > a(x)b(y)xy.

(z,y)Esuppaxsuppb

défini par

La compatibilité de I'ordre sur X avec la multiplication assure que cette définition
est correcte. On vérifie aisément que les lois d’anneau sont vérifiées pour 1’addition
et la multiplication définies ainsi.

L’hypothese du support belordonné entraine également que toute série formelle
f € C[[t]] (au sens habituel) induit une application f:A° — A9, En effet, écrivons

ft) = fo+ fit + fot> +---. Alors on peut poser
)= X fareesale o aleeatt o

xfl gl €(suppa)®

En fait, on vérifie que I'on obtient ainsi un morphisme d’algebres. A titre d’appli-
cation nous remarquons que tout élément de 1 + A° est inversible, car il suffit de
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considérer f(t) =1 —1t+4t*+---. En particulier, on en déduit que A est un corps,
si X était un groupe totalement ordonné.

Nous pouvons naturellement munir 'anneau C'[[X]] d’un ordre asymptotique <
par a<b & a € A°. De facon analogue, on définit un ordre asymptotique < par
a<bsac A%.

Lorsque C' est un anneau ordonné, nous pouvons également munir A de la struc-
ture d’anneau ordonné. En effet, soit P I’ensemble des éléments a dont les coefficients
des éléments minimaux du support sont positifs. Alors P induit un ordre sur A, pour
lequel il est précisement I'ensemble des éléments positifs. Nous remarquons que cet
ordre est total, si les ordres sur €' et X 1’étaient. Dans ce cas, on a de plus une
décomposition en somme directe de A, car A = AT@ C @ AL, ot AT resp. Al sont les
éléments de A a support strictement plus grand resp. petit que 1. Pour tout élément
a € A on peut donc écrire de facon unique a = a! 4 o + a!, avec ! € Al, a° € C
et al € AL

3.3 Le corps des transséries

Dans cette section nous donnons une définition alternative du corps des transséries
(voir [Ec 92]). L’intérét de notre approche est qu’elle se généralise relativement
facilement (voir [VAH *b]). La construction se fait de fagon algébrique par une
combinaison de différents types de cloture : la définition de In pour des éléments
1 + z et z, avec x infinitésimal, la cloture par le logarithme et "'exponentiation et
enfin la cloture par limite inductive.

Nos différentes opérations de cloéture supposent chaque fois que ’on dispose d’un
corps K = R[[X]], ot X est un groupe totalement ordonné (donc K est un corps or-
donné). De plus on suppose que I'on dispose d’une application logarithme In partielle.
Nous remarquons qu’une telle application partielle définit naturellement une appli-
cation partielle d’exponentiation. En effet, nous posons expInz = z, pour tout x tel
que In x soit défini. Au fur a mesure nous élargissons le corps K en définissant In pour
de plus en plus de valeurs. Nous démarrons notre construction par R[[X]] ~ R((x)),
avec X ~ Z et nous supposons que In n’est défini que sur R de fagon habituelle.
Considérons maintenant les 4 types de cloture suivants :

Type 1. (cloture élémentaire) : D’abord supposons que pour tous les x,y € X
pour lesquels In est défini, on a In(xy) = Inx 4+ Iny. Remarquons ensuite que tout
élément a € K puisse s’écrire ¢ = (¢ 4 €)x, avec ¢ € R, ¢ infinitésimal et @ € X.
Nous supposons également que si In a est défini, alors Ine, Inx et In(1 +¢/¢) le sont
également par l'identité

lnazlnx—l—lnc—l—i<1—|—é),
c

ot [ est une série formelle a coefficients dans R, donnée par I(z) = v — 2*/2 + - -.
Sous ces hypotheses, la cléture de K est précisement le corps K/ = K dans lequel
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Ina est défini par la formule précédente, pour tout a = (¢ + €)x, tel que ¢ > 0 et
tel que Inx est défini (¢ étant infinitésimal, ¢ € R et 2 € X). Nous remarquons que
dans la cloture In(ab) = Ina + In b, pour tous les a et b tels que Ina et Inb soient

définis.

Type IL (cloture par logarithme) : Nous supposons que 'on puisse librement
décomposer le groupe X comme produit X = {--- 1/a,1,2,---} X' avecx >x 1 et
x < gy, pour tout y € X' strictement positif. De plus, on suppose que les éléments
de X’ sont les seuls éléments de X pour lesquels In soit défini. Alors nous rajoutons
librement un élément [ & X. C.a.d. que nous considérons X" = {--- 1/1,1,1,---} X.
On peut naturellement munir X” d’une relation d’ordre total compatible avec la
multiplication, en postulant que tout {", avec n > 1 est plus petit que tout élément
strictement plus grand que 1 de X. Alors le corps K est naturellement inclu dans
le corps K’ = R[[X"]] et on peut prolonger le logarithme défini sur K en postulant
que pour tout ="y € X, avec y € X’ on ait In(2"y) = nl + Iny. Nous remarquons
que le corps K’ vérifie ’hypothese faite au départ, pour pouvoir effectuer la cloture.

Type IIL. (cloture par exponentiation) : Nous supposons que In est défini pour
tout élément positif de K et que Inz € KT, pour z € X. Soit X' = KT, muni de sa
structure de groupe totalement ordonné. Alors nous pouvons plonger K = R[[X]]
dans K’ = R[[X']] en envoyant tout élément € X vers ¢(a) = Ina dans X' et en
prolongeant par linéarité. Plus généralement, In peut étre défini pour tout élément =
de X' par Inz = ¢(x). Nous remarquons que la cloture élémentaire de K’ (lorsqu’elle
est bien définie) vérifie a nouveau I’hypothese de départ pour pouvoir effectuer la
cléture par exponentiation.

Type IV. (cloture par limite inductive) : Supposons maintenant que 1’on a une suite
Ko = R[[Xo]], K1 = R[[X4]],- -+ de corps telle que K, 11 est chaque fois naurellement
inclu dans K,,. Ceci veut dire que X, 41 prolonge X, et que In est défini (de la méme
fagon) dans K11, pour tout élément dans K, pour lequel il I’est. Alors K = C[[X]],
avec X = XqU X7 U--- contient naturellement tout les corps K.

Nous remarquons que les clotures de type ILIII et IV préservent les conditions
d’applicabilité de la cloture élémentaire. De plus, nous remarquons que notre anneau
de départ vérifie ces conditions.

Continuons maintenant notre construction. En appliquant a Ky = R[[Z]] de facon
répétitive la cloture par logarithme on construit une suite de corps Ko = R[[Xy]] C
Ky = R[[Xjy]] C --- que l'on peut cloter successivement par limite inductive et
cloture élémentaire. Notons par Rg[[[x]]] = R[[X]] le corps obtenu. Nous remarquons
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que X est le groupe multiplicatif des éléments de la forme

Ing @ = Ingno..pe = 2™ In™ 2+ In}* x, avec

k fois
Ingz=1In"-"" lnz.

ou n est un élément du groupe additif libre engendré par les éléments de N. De plus
on remarque que In est défini pour tout élément strictement positif et qu’il envoie
X dans R[[[X]]]".

Ensuite, soit de facon récursive R,, 1[[[x]]] le corps obtenu en sousmettant R ,[[[z]]]
d’abord a une cloture par exponentiation et ensuite a une cloture élémentaire. La sui-
te ainsi obtenue peut étre clotée par limite inductive. Enfin, nous notons par R{[[z]]]
le corps obtenu en clotant élémentairement cette limite inductive. On 1’appelle le
corps des transséries.

Remarque. Le corps des transséries défini ici ne vérifie que “l’axiome de bon or-
dre” ABO. Originalement le corps de transséries introduit par Fcalle vérifie des
axiomes de finitude plus forts (voir [Ec 92]). Il est possible de modifier la construc-
tion précédente afin que ces axiomes plus forts soient vérifiés. Par exemple, “I’axio-
me de finitude des générateurs pour toute série portée” AFG est vérifié lorsque I'on
remplace la construction des séries formelles par une construction plus faible, ou on
exige en outre que le support de toute série soit inclu dans un sous groupe multipli-
catif finiment engendré. De facon alternative, en interprétant les transséries comme
des expressions (éventuellement infinies), on montre que 'on obtient des sous-corps
de R[[[X]]], si on impose aux transséries de vérifier des axiomes de finitude sup-
plémentaires.

Remarque. Le corps des transséries est stable par beaucoup d’opérations, com-
me la composition, dérivation, intégration, etc. De plus, les opération algébriques
correspondent aux opérations analytiques, si la transsérie a un sens analytique. Ce
fait, facile a démontrer pour les expressions exp-logs, sera admis implicitement dans
la suite. Dans des cas plus compliqués, il est parfois nécessaire de donner un sens
aux transséries en utilisant le procédé de I’acceléro-sommation. Le lecteur intéressé
pourra se reporter a [Ec 92] ou a [VdH *b], pour des transséries plus générales.
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4 Sur les développements asymptotiques

4.1 Introduction

Dans le cadre le plus général, nous disons qu’un développement asymptotique est
une somme formelle

(1) ZCﬂ?n

el

ou les a; et les ¢; sont dans un anneau asymptotique A pour < et ou [ est un
belordre pour la relation d’ordre partiel < définie par @ < y < %y A z<y. On
les qualifie de développements asymptotiques théoriques. Nous remarquons que cette
définition permet aux coefficients ¢; d’étre absolument quelconques. Il est coutume
que les coefficients sont bornés sans tendre vers 0. Algébriquement, on appelle sous-
anneau régulier de A, tout sous anneau, dont les éléments ¢ non nuls vérifient ¢ < 1
et c«1. Ici ¢ X 1 & Va<y cx=<y. Si les ¢; sont tous dans un tel sous-anneau, on
dit que le développement est régulier. Nous remarquons que dans ce papier on n’a
pas tellement besoin de la définition dans toute sa généralité; A partir de la section
4.3 nous ne considérons que le cas, ou A = C[[X]]. De plus, a partir de la section 5,
C et X sont totalement ordonnés.

Bien que I’ensemble des développements asymptotiques théoriques possede une
structure intéressante (voir [VdH *a]), dans la pratique il faut exiger en outre que
le belordre soit algorithmique. Cependant, souvent, et notamment si l'ordre sur [
n’est pas propre (voir aussi plus bas), il est nécessaire d’affaiblir la relation d’ordre
partiel. Ainsi, par développement asymptotique nous entendons une somme formelle
de la forme (1), ou [ est un belordre algorithmique, tel que ¢ < j = x;<<x;. De plus,
on demande que les ¢; et x; soient calculables par algorithme. Si [ n’est qu’un ordre
inductif algorithmique on parle de développement asymptotique au sens faible.

Le seule point qui pourrait éventuellement paraitre non naturel dans notre défini-
tion est que celle-ci donne lieu a l'existence de développements “farfelus” du genre
(pour @ — o0)

1 1 1 1 1
Ll =) (== =) 4 (= — =)+
(RS FUESES U
ou pire encore (pour le belordre NII N) :
1 1 1
0 ~ Lt—F—+ o+ -+
r a2
. 1 1 1
r x? 3

Cette situation devient d’autant plus pénible lorsque ’'on veut développer des fonc-

tions comme
1 1 1

f(x) = exte7 —ex.

21



Or ce genre d’annulations ne sont d’habitude pas génants pour le calcul numérique
a partir des développements. En outre la détection des annulations ne peut se fai-
re que dans un cadre algébrique, ou on dispose de propriétés algébriques sur le
développement en entier (par exemple dans le cas de la fonction f, on a une expres-
sion explicite pour f). On verra comment s’exploite ce genre de connaisances dans la
section 4.3 et on y utilise crucialement la notion du belordre. Dans ’absence de tels
connaisances algébriques, nous sommes obligés de permettre des développements
asymptotiques farfelus.

Un avantage important de notre définition est qu’elle autorise des “semi doubles
développements”. Illustrons cette idée. Classiquement, on a le développement a-
symptotique suivant, pour x — 00 :

B S R NN S .
- Inz  2In?z  6lnx

Mais pour des “grandes valeurs” de z, comme = = 100, I’erreur commise quand on
calcule f(x) par son développement est tres grande. Pour des valeurs encore plus
grandes ceci s’arrange, mais |’erreur reste sensible. Dans ce cas, on est donc mené a
envisager des “doubles développements” comme

1 1
- — _—_
f(x) + Inz + 21n? x +
100 100 50
+ — 4+ + — +
x zlnax zln”x
5000 5000 2500
2 2?2lnz 221n% 2
_I_

(Vest ici que 'on remarque que le belordre sousjacent est ’ordre produit sur N? et
non l'ordre lexicografique, qui n’est pas propre et donne lieu a “I’'oubli” des termes
non atteignables. Maintenant, pour obtenir une bonne approximation de f(x) pour
un x donné, on prendra un nombre fini de termes dans les deux directions et de
préférence horizontalement. Dans la pratique, on tombe souvent sur ce genre de cas.
Un exemple concret est la méthode d’analyse de singularités (voir [F10 90]), qui
nous fournit systématiquement ce style de développements. Enfin, on remarque que
les développements asymptotiques en plusieurs variables conduisent toujours a de
véritables doubles (et multiples) développements.

4.2 Evaluation numérique d’un développement asymptotique

Passons maintenant a ’algorithme d’évaluation numérique a 'aide d’un dévelop-
pement asymptotique au sens faible. Dans sa forme la plus élémentaire, on part
d’un développement asymptotique au sens faible (1), d’'une somme S := 0 et de deux
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sous-ensembles .J, K C I, initialement égaux a M, resp. (. Ensuite, on détermine
par récurrence le ¢ € J, pour lequel |¢;x;| est maximal. On rajoute ¢;z; a la somme
par S := S+ ¢a; et on pose K = KU {i} et puis J := JUS(i) — K. L’algorithme
s’arréte quand les ¢;x; sont tous suffisamment petits.

Cette premiere version n’est pas tres stable numériquement, car ’algorithme ne
s’arréte pas nécessairement et surtout pas dans les cas ou le développement est
divergent. De plus, il peut se passer qu’accidentellement ¢;z; soit tres petit, mais
que ¢;z; soit grand pour un j dans la partie finale engendré par 2. Voyons comment
remédier a ces trois objections. Enfin, il faut donner un sens a “suffisamment petit”,
ce qui s’avere difficile.

Pour la premiere objection, prenons le point de vue des astrologues (voir [P
1893]). Pour des développements classiques, on fait I’hypothese implicite que 'erreur
commise quand on arréte le développement a un certain ordre est moindre que la
valeur absolue du dernier terme. Dans notre cas, ceci mene a ne plus rajouter un
successeur j de ¢ a J, lorsque |¢;x| est supérieur a |¢;x;|. Ainsi, on peut correctement
sommer la plupart des développements divergents.

En ce qui concerne la deuxieme objection, I'algorithme devrait étre capable de
“regarder un peu en avance”. Au lieu de ne rajouter que les successeurs de ¢ a J,
on pourrait donc également rajouter ses successeurs itérés. De méme, on commence
pas juste avec les éléments minimaux de [ dans J, mais on y rajoute déja leurs
successeurs itérés.

La troisieme objection mene a des développements asymptotiques avec terme
d’erreur, ou en plus du développement asymptotique on dispose pour chaque ¢ € I,
d’une majoration

|Z C]‘l']‘| S CZJ}Z

izi
Dans ce cas, on arréte I'algorithme, si 'erreur totale FEy = 3=, ; C;h; est inférieure
a la précision requise, ou, en tenant compte de la premiere objection, ne descend
plus suffisamment. Nous remarquons d’ailleurs qu’avec des techniques analogues a
celles de la section suivante on pourrait donner des estimations d’erreur E; pour
| Yisj.jes cixi| plus fins.

Méme en employant ces trois améliorations simultanément, il peut se faire que
I’on n’obtienne pas un résultat d’une précision convenable. Dans ce cas, le développe-
ment asymptotique ne comportait pas suffisamment de renseignements pour les ap-
plications numériques que 'on envisageait. C’est a ce moment qu’il faut repartir de
la signification algébrique du développement et utiliser des transformations permet-
tant d’obtenir la précision requise. Ici, des techniques de resommation pourront étre

utiles (voir [Ec 92]).
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4.3 Linéarisation d’un développement asymptotique

Supposons maintenant que A = C'[[X]], ou C' est un anneau et X un groupe ordonné.
Cet anneau est un anneau asymptotique pour chacune des relations <« et < (voir
la section 3.2). Dans l'introduction on a vu que notre définition de développement
asymptotique pouvait donner suite a des développements “farfelus”. Dans cette sec-
tion, nous montrons comment on peut remédier a cette objection, si 'on dispose
de suffisamment de renseignements algébriques “globaux” sur la somme formelle
f=Yiercwi

En effet, nous allons montrer comment linéariser un développement asympto-
tique. Par ceci, on entend que 'on peut réécrire

f=diziy + +dow, + > iy,

el

pourtoutnEN,avecl§j<k§n:>xgj N etlﬁjﬁn,ié]’jx% 2 h;.
Iei, 41,0, € I, I' C [ et les dy,--- ,d, sont des combinaisons linéaires des
¢;. Eventuellement, nous autorisons également que la linéarisation s’arréte, c’est a
dire que l'on a I’éciture précédente pour un certain n et I’ = (). Or, pour pouvoir
linéariser il faut justement pouvoir détecter des développements farfelus, c’est a dire
des développements présentant des phénomenes d’annulation importants. C’est pour
ceci que nous avons besoin des belordres pondérés algorithmiques.

Plus précisément, nous disons quun développement asympotique ;¢ ¢;x;, avec
les ¢; resp. x; dans C resp. X est algorithmique, si application u définie (pour

J C 1) par
p(J) =3 e
jed
est une pondération algorithmique de /. Ceci suppose que 1’on sache représenter de
fagon algorithmique le sous-groupe additif de A, engendré par les p(.J), ou .J est une
partie finale de I. Alors nous avons le théoreme suivant :

Théoreme 2. On peut linéariser tout développement asymptotique algorithmique.

Démonstration. Considérons I'algorithme suivant : On commence par initaliser les
variables J := My et S := 0. Par récurrence, on détermine un indice j € J tel que
x; soit maximal (pour <) et le sous-ensemble K C J, d’indices k, avec xj = z;.
On calcule la somme s = 3", c) c;;. 51 cette somme est non nulle, on la rajoute a
S par S := S+ s et on passe a I’étape suivante, en posant J := J U S;(K) — K.
Eventuellement, on ne gardera que les éléments minimaux de J. Si s = 0, on teste
si la somme 0 = ) ic(x)—(s-k) ciz; est nulle. Si o est non nulle, on passe a I’étape
suivante comme auparavant. 5i ¢ = 0, on passe a ’étape suivante en posant J :=
J— K.

Montrons maintenant, que si on arréte l'algorithme apres un nombre suffisant
d’étapes, on obtient une linéarisation du développement asymptotique a I’ordre n. Il
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est facile a voir que les termes fournis par 1’algorithme forment les premiers termes
d’une linéarisation du développement. Il suffit donc de montrer que s ne peut étre
nulle une infinité de fois de suite. Montrons ceci par 1’absurde. Quitte a enlever
les premiers termes du développement, on peut supposer que s = 0 durant toute
I’exécution de 1’algorithme. Soit L la réunion des K que 'on rencontre lors de 1’exe-
cution. L est manifestement une partie initiale de 1. De plus, puisque la relation de
belordre sur [ est propre, il y a un moment pendant I'exécution, ou J contient les
éléments minimaux de I — L. Or a ce moment, o devient nulle et J N L devient vide
I'itération d’apres. Alors K ne peut plus étre inclus dans L, ce qui contredit nos
hypotheses. @

Bien que 'on vient de démontrer que ’algorithme nous fournit toujours des nou-
veaux termes, il n’y a en général pas moyen de prédire si I’algorithme s’arréte. Or
ceci est plutét une question de nature algébrique, car elle se ramene souvent a savoir
si f appartient a un certain anneau.

Une autre question que l'on peut se poser est de linéariser jusqu’a un certain
ordre. Il est clair que "on peut généraliser I'algorithme pour qu’il “jette” tous les
termes x;, avec x;<z’ (ou x; < 2’), pour un certain =’ € X', ou X’ est un sous
ensemble fini de X, appelé frontiere. Une autre question qui se pose alors est de
savoir 8’1l y a une expession explicite pour les termes que 'on vient de jeter. Plus
précisement, si J est la partie finale de I d’indices ¢ avec x;<Kz’, pour un certain
' € X', alors peut-on trouver 'ensemble des éléments minimaux de J 7 1l s’en suit
évidemment qu’alors on peut calculer u(.JJ). Montrons que ceci est le cas, lorsque
pour toute partie dans B(1) on sait décider si elle contient un indice ¢, tel que a; </,
pour tout z’ € X',

Lemme 2. Soit X' C X une frontiére. Si pour toute partie J dans B(I) on sait
tester par algorithme s’ils exvistent 1 € J et v € X', avec x; < ', alors on peut
déterminer par algorithme les éléments minimaux ¢ de I, avec x; < a' pour un
certain ' € X'.

Démonstration. Nous commengons par poser J = M(I) et M = (). Maintenant
nous effectuons la récurrence suivante : nous déterminons d’abord les indices 57 € J
tels que x; < a', avec 2’ € X’ et nous les transferrons vers M. Ensuite, nous testons
pour tout j € Jsi ((J)—(J—{y})) contient des indices i, avec x; < 2" et 2’ € X'. Si
ceciest le cas, nous enlevons j de J. Si a l'issu de cette boucle J est vide, ’algorithme
s’arrete et M est 'ensemble des éléments minimaux cherchés. Sinon on remplace J
par son ensemble de successeurs et on continue. [’algorithme se justifie et on montre
sa terminaison par la méme technique que celle de la démonstration du théoreme 2. ¢
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5 Applications

5.1 Introduction

Dans cette section nous donnons quelques algorithmes de comparaison de fonctions
exp-logs réelles, en supposant qu’il y a un oracle qui peut donner le signe d’une
constante exp-log. Nous rappelons qu’une constante exp — log est un élément de R
obtenu a partir de Q en utilisant les opérations du corps, ainsi que le logarithme
et I’exponentiation. L’existence d’un tel algorithme a été montré dans [DaGo 84]
et pour une bonne introduction au probleme nous renvoyons vers [Sh 90], ou un
tel algorithme était explicité pour la premiere fois. Un algorithme plus pratique a
été trouvé par Gonnet et Gruntz (voir [GoGr 92]) et cet algorithme a été implanté
avec succes. Nous remarquons que nous avons trouvé ce dernier algorithme de facon
indépendante.

Nous présentons ici trois algorithmes différents de développement d’une expres-
sion exp-log (dont en particulier un algorithme de comparaison). Le premier donne
un développement sous “forme normale”. En 'occurence ceci veut dire que les fone-
tions représentées par les termes fournis par 1’algorithme dépendent exclusivement
de la fonction représentée par I'expression exp-log du départ. De plus les opérations
de corps (des fonctions exp-logs) se traduisent naturellement par les opérations cor-
respondantes sur les développements. Le calcul d'un développement sous forme nor-
male peut faire exploser le calcul. Ainsi, nous donnons un deuxieme algorithme qui
ne présente plus ce désavantage, mais qui ne calcule plus les développements sous
forme normale. Cet algorithme présente en outre ’avantage que 1’on ne développe
que les sous-expressions nécessaires lors du calcul. Le dernier algorithme est celui
de Gonnet et Gruntz, qui est obtenu naturellement en optimisant I’algorithme de
linéarisation d’un développement asymptotique. Dans tout les algorithmes nous nous
servons implicitement du fait qu’il existe un algorithme pour tester si une fonction
exp-log est nulle (voir [] et []).

Il est nécessaire de faire une remarque sur l'utilité des techniques présentées
dans les sections 2 et 3. En fait, 'exemple des fonctions exp-logs étaient un peu
mal choisi, car 'algorithme de Gonnet et Gruntz montre que le concept de sous-
expressions variant au plus vite y est plus utile dans la pratique. Cette simplification
est essentiellement due au fait que les transséries qui représentent des fonctions exp-
logs vérifient 'axiome de finitude AFG (voir la section 3.3). Il en est de méme pour
la plupart des fonctions issues d’une source naturelle (voir [VdH *d]). En revanche,
ceci n’est plus le cas pour les solutions de beaucoup d’équations aux différences,
comme

fle) =+ 1)+ S,

On tombe dans une situation semblable, quand on considere certains développements
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explicites, comme

flz) = 3 exp(—a™ ),

n€eN

Ici les techniques de la section 2 pourraient étre les seules a étre completement
générales. Une autre application événtuelle est le traitement des transséries en plu-
sieurs variables, ou les ordres & considérer ne sont plus totaux. Enfin, nos techniques
permettrons peut étre de mieux comprendre la structure théorique des développements
asymptotiques.

5.2 Algorithme de développement sous forme normale

Dans un premier temps nous allons nous intéresser a des expressions exp-logs bien
définies (on ne prend des logarithmes que des expressions positives), qui ne font pas
intervenir I’exponentiation. On les appelle expressions logarithmiques et elles (plus
précisement : les éléments qu’elles représentent) forment un sous-corps de Rg[[[z]]].
Nous allons d’abord donner un algorithme D L(x), qui nous fournit le développement
d’une telle expression [ par rapport a ’échelle des fonctions In, x. Pour faire ceci,
nous allons associer a f son développement asymptotique algorithmique correspon-
dant et utiliser le théoreme 2. Il faut donc associer un belordre pondéré algorithmique
a f.

Si f est de la forme c¢ln, 2, on lui associe un singleton de poids f (ou I’ensemble
vide, si ¢ = 0). Supposons que [ est de la forme fi+ f5. Soient (By,, py, ) et (By,, pis,)
les belordres pondérés algorithmiques associés par récurrence a f; et fy. Alors on
associe la réunion disjointe (By, 1 By,, pts, + 14, ) de ces deux belordres pondérés a f.
De méme, si f est de la forme f; f,, on considere le belordre pondéré algorithmique
produit. En ce qui concerne 'opposé f = —f’, il suffit de prendre 'opposé de la
pondération : pp(X) = —pus(X). Supposons maintenant que f = 1/f’. Traitons
d’abord le cas ou " = 1 + ¢, avec g=1. Comme belordre pondéré algorithmique
on prend By = By, muni de pu; = 1/(1 — p,). Le cas général se ramene a ce cas
en écrivant f = (1/P)(1/(f'/P)), ou P est le terme principal de f’ (calculable par
récurrence). Finalement le cas f = In f" se traite de la méme facon : on suppose
d’abord que f" = 1+ g et en deuxieme instance on écrit In f = In P + In(f'/P),
comme tout a I’heure (on remarque que In P est une somme finie). De plus ceci nous
donne une méthode de vérification si In f est bien défini, en vérifiant le signe de P.
En effet, en regardant (récursivement) le premier terme du développement de f — g,
nous avons également un algorithme de comparaison de fonctions logarithmiques f
et g. De méme, nous avons un algorithme récursif pour tester si une fonctions domine
une autre. Pour les fonctions de la forme In, x, c’est juste I'ordre lexicographique
sur N°. Pour des fonctions plus générales, on compare leurs monémes dominants.

Pour étendre notre étude aux fonctions exp-logs nous avons besoin de quelques
autres algorithmes. D’abord, en notant supp f le support de f (I’ensemble sousjacent
des monomes pour la pondération ps), nous allons démontrer qu’ils existent des
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monoémes d; et sp<<1 vérifiant

Vecsupp f In>0 x = d;sh,
VYn>03zesupp f = < dys}.

En effet, nous allons donner un algorithme établissant de tels dy et s;. Les propriétés
énoncées en haut se vérifient aisément par récurrence.

Si f est de la forme cln, x, nous prenons dy = Inp,x et s; = 1. Si f est de la
forme fi 4+ f, nous prenons pour dy le plus petit (pour <) de dy, et dy,, mettons
dy, . Ensuite, nous testons si Insy, <In(dy, /dy,). Si ceci est le cas, on prend sy, pour
sf. Sinon, on prend sy,. Supposons maintenant que f = —f’. Alors nous prenons
dy = dyp et sy = sp. Ensuite supposons que f est de la forme f;f;. Alors nous
posons dy = dydy, et sy = ming(sy,, sy, ). Enfin, supposons que f est de la forme
1/(1 +g), avec g=1 (le cas f = 1/f" se ramene a ce cas en multipliant). Alors on
pose df =1 et sy = ming(d,, s,). Le cas f = In(1 + g) se traite de facon similaire.

Déduisons maintenant de ’algorithme de calcul de dy et sy un algorithme pour
calculer f1, f¢ et f! dans la décomposition f = f1 + f¢+ fl. Or, pour toute partie
dans B(I) nous pouvons calculer son poids g. Du coup, nous pouvons tester si le
support de g contient des éléments non infiniment grands. En effet, g = ¢! ssi d, 51
et Ins,<Ind,. Nous concluons par le lemme 2.

Généralisons maintenant ces algorithmes au cas des fonctions exp-logs générales.
Nous allons faire ceci par récurrence : nous supposons que 'on a établi les algo-
rithmes pour des fonctions exp-logs dans R,[[[x]]] et nous allons montrer comment
les fabriquer pour des fonctions dans R,4[[[z]]]. La base de la récurrence vient d’étre
fournie.

Les constructions de By sont pareilles que dans la section précédente, pour les
cas qui y sont traités. Reste a considérer le cas ou f = exp(g). Nous pouvons
décomposer ¢ = ¢! + ¢° + g'. Or ¢! est un élément de I’échelle de R,[[[z]]] et nous
pouvons écrire f = e9° exp(gl)egT. On a g'=<1 et exp(g!) se développe de facon
analogue a 1/(1 + x) et In(1 4+ ¢). Nous remarquons que le poids d’un singleton
du belordre By peut toujours s’écrire comme produit d’une fonctions de la forme

In, z et de I’exponentiel d'une fonction de R, ;[[[z]]] (en simplifiant e/ed = e/*9
et 1/ef = 7). Cette remarque est utilisée pour développer le logarithme d'un
monome.

De méme, le calcul de dy et sy se déroule de la méme fagon que tout a ’heure.
Dans le cas olt f = exp(g), nous décomposons a nouveau g = g' + ¢° + ¢! et nous
posons dy = ¢ et sy = s,1. Enfin, compte tenu de cette extention, ’algorithme du
calcul d'une décomposition se transporte sans probleme au cas présent. En résumé
nous obtenons le

Théoreme 3. Nous pouvons expliciter un algorithme de comparaison de fonctions
exp-logs, sous réserve de pouvoir comparer des constantes exp-logs. @
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Remarque. En fait, les raisonnements et algorithmes précédents nous donnent plus.
Que f! est une véritable fonction exp-log, et non pas une transsérie arbitraire, n’est
pas trivial a priori. De plus, nous pouvons calculer cette fonction et il en est de
méme pour la troncation du développement de f a n’importe quel ordre.

5.3 Algorithme sans calcul des décompositions

Notre algorithme pour développer f n’est pas optimal du point de vue de la com-
plexité. En effet, le fait de développer par rapport a une échelle fixe de RI[[z]]]
nécessite le calcul des décompositions f = fT+ f¢+ f!, ce qui peut faire exploser le
calcul, comme dans I"'exemple suivant :

exp(:z;loloo /T 4 1/x) — exp(:z;loloo 61/90).

En contrepartie, nous obtenons une sorte de “développement sous forme normale”
de f, pour lequel nous devons donc parfois payer un prix lourd en temps. Si on
veut juste comparer deux fonctions exp-logs, nous allons montrer que 1'on peut
se passer de calculer systématiquement des décompositions de f. Ceci réduit de
facon importante la complexité comme le montre ’exemple précédent. Néanmoins,
il n’est pas clair que dans la pratique, il est quand méme plus utile de calculer
des développements sous forme normale. Leur avantage est que ’on peut facilement
effectuer des opérations sur des développements, une fois qu’il sont établis (penser
aux opérations élémentaires sauf I’exponentiation). Dans le cas de I'algorithme établi
ci-dessous, ceci peut conduire a des calculs supplémentaires.

Supposons comme dans les sections précédentes, que 'on veut développer une
expression exp-log f. Nous insistons sur le fait que 1’on prend une expression f,
car deux expressions repésentant la méme fonction ne donnent pas nécessairement
le méme résultat. Comme dans les sections précédentes, nous allons associer un
belordre pondéré algorithmique (By, uis) & f. Les seules différences avec la const-
ruction précédente est qu’a une expression de la forme e/, ott f est un infiniment
grand (récurrence), nous associons le singleton {e/}. Si nous appliquons brutale-
ment I'algorithme de linéarisation a By (ceci veut dire que K sera le sous-ensemble
de J d’indices k, avec x;, < x;), la seule situation dans laquelle ’algorithme pour-
rait éventuellement échouer serait si dans ’ensemble K, il y a deux indices k et
k', avec xp < xp, mais xp # xp. Pour éviter cette situation il y a deux approches
différentes. Soit on réécrit f avant de commencer I’algorithme de sorte que 1’algorith-
me de linéarisation ne peut pas rencontrer d’obstacle. Soit, on ne réécrit f qu’apres
avoir rencontré un obstacle et on recommence l'algorithme. Dans ce dernier cas,
il est nécessaire de montrer qu’apres un nombre fini de réécritures ’algorithme de
linéarisation se déroule sans problemes.
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Suivons d’abord la premiere approche et considérons I’ensemble S’ de sous-expressions

de f de €9, avec g1, réuni avec les In, z, ou n est inférieure a la profondeur de f
(en tant qu’arbre). Par récurrence, on sait ordonner ’ensemble S pour la relation
<« définie par h<«h' < In |h|<In |h'|. Nous allons repeter le procédé suivant :

Si S contient deux éléments h et h' équivalents pour <, tels que le rapport de
leurs logarithmes n’est pas constant, alors on en prend deux de maximal pour <,
vérifiant cette propriété. Considérons le cas, ott h = €9 et B’ = e? - les autres cas se
traitent de facon semblable. On peut calculer ¢ # 0, tel que ¢ ~ ¢¢’. Ensuite, nous
remplacons systématiquement e? par e'e9=%" dans f.

Montrons la terminaison de ce procédé. La profondeur de f (en tant qu’arbre)
reste invariant lors de la réécriture et le nombre d’éléments de S ne peut donc
que décroitre. Puis, écrivons S = {g¢1,--+ ,¢,} et supposons que les g; soient or-
donnés pour =K. Soit k£ le plus petit entier tel que ¢, =<K - -+ <g,. Alors k ne peut
que décroitre. Si k reste constant, alors le nombre de ¢; qui sont inférieurs a g
croit pour chaque réécriture. Le nombre de réécritures est donc fini. Il est facile de
vérifier qu’apres ces réécritures, l’algorithme de linéarisation ne pourra plus rencont-
rer d’obstacles.

Passons maintenant a la deuxieme approche et procédons d’abord a quelques
définitions. A Dexpression f nous allons récursivement associer un ensemble fini
Gy ={e9, .- e} de sous-expressions de [ dit de générateurs, tel que les ¢; soient
des infiniment grands et tel que le poids de tout singleton h de By soit de la forme

h = clnga(ef )" ... (edr)kr,

avec ¢ € R et les k; dans Z. Cette propriété se vérifiera aisément par récurrence. De
méme nous allons associer récursivement a toute sous-expression ¢ de f sa complexité
¢, € N. Nous associons également & f son invariant Iy, qui est I’élément de N°,
obtenu en multipliant formellement les complexités des éléments de Gy.

Nous posons Gempe = 0 et empe = 0. Ensuite G_; = Gy et £y = &, Puis
Gryp, =Ghyp = Gf1/f2 =G UGy et Epyp, =Epp = €f1/f2 = max({y,,{yp,). En ce
qui concerne In f, soit P le terme principal de f. Nous pouvons écrire (en utilisant
la récurrence) P = clny, xef191 ... efrdr - Alors posons Gy =Gy UG, U--- UG,
et &y = &. Enfin considérons le cas de e/. Si f est infiniment grand, posons
Gor = {ef} et €5 = £ + 1. Sinon, posons Gy = G, et £ = &;.

Supposons qu’a un moment donné dans ’algorithme de linéarisation, on se trouve
dans la situation, ou xp < xp et xp # x4, pour certains indices k et k' dans K.
Alors le rapport entre x et xp s’écrit sous la forme

Tk k k
= In, xe™It ... PP
Tt
ou les k; sont entiers et ou Gy = {e9,--- €% }. De plus nous pouvons supposer
que & < --- <. Soit f’ 'expression obtenue en effectuant systématiquement les
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remplacements suivants dans f :
g gi [kp\ K 9k kyp fois gi/k
€’I—>(€’ p)p:ezp...el r,

pour tout 1 <2< p—1et

e > ¢t hqn:Jc(egl/kp)k1 e (egp‘l/kp)kp‘l,

avec

h = kpg, — (Inlnp 2 + (k1 /kp)gr + - + (kpo1/kp)gp—1)-

Remarquons que [’ désigne la méme fonction exp-log que f. Nous recommencons
I’algorithme avec ce nouveau f'.

En appliquant le nouvel algorithme, nous obtenons donc une suite d’expressions
£, f' f", -+ représantant toutes la méme fonction exp-log. Montrons que cette suite
s’arréte. Nous munissons N® de 'ordre <., tel que n <., n' si n; < nl, pour
un certain ¢ et n; = n’, pour tous les j > i. Alors <., prolonge l'ordre partiel
canonique sur les multiensembles et est donc bien fondé. Montrons maintenant que
If <iey Iy <pey -+, d’ou la justification de notre algorithme. Il suffit de le vérifier
pour la premiere inégalité. En effet, il n’y a que le remplacement de e?? qui affecte
I'invariant de f. Or ce remplacement a pour effet d’enlever le singleton {e??} a G/
et de rajouter Gin. Or la complexité de ¢, est maximal parmi les ¢; et A < 1. Donc
les éléments de GG.» = G, ont tous une complexité moindre ou égale a {,,. Mais
feor = &, + 1, donc Ion <jep Ieop et on a bien Iy <jep Iy

5.4 Variantes de P’algorithme

Il reste quelques remarques a faire a propos de ’algorithme de linéarisation dans le
contexte des fonctions exp-logs.

Premierement, on peut se poser la question si le fait de savoir qu'un certain terme
ne sera jamais atteint lors de la linéarisation peut servir a optimiser ’algorithme
(penser & f(x) = e'/%e*™"). Ceci est effectivement faisable, car si J = J; II J,, dans
I’algorithme de linéarisation et si on dispose du renseignement que les éléments de
J> ne seront jamais atteints lors de la linéarisation, alors le développement de u((.J))
sera le méme que celui de u((J) — (J3)).

Deuxiemement, on peut se demander si le calcul du poids d’un élément de B([)
pourrait étre calculé en n’utilisant que des développements en série de Laurent.
Ceci évite de faire des calculs a priori compliqués dans les belordres pondérés al-
gorithmiques. Ceci est a nouveau possible, et nous laissons au lecteur le soin de le
vérifier (on utilise la technique “par tranches” expliquée ci-dessous). En particu-
lier, ceci accélere considérablement 1’algorithme de calcul d’un développement sous
forme normale, car cette optimisation est particulierement utile pour le calcul des
décompositions.
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Enfin, il est souvent possible de décomposer un développement “par tranches”.
Par ceci, nous voulons dire que 1’on peut écrire ’ensemble I sous-jacent au belordre
pondéré algorithmique comme réunion disjointe [ = I,ep1;, avec les I; dans B([I).
De plus nous demandons que I’ soit totalement ordonné par la relation 7 < j <
pw( L)< p(l;) et que I’ soit un belordre pondéré algorithmique tel que le poids de
toute partie X € B(I') soit égal a u(;ex /). En gros ceci correspond a assimiler
les u(1;) a des constantes. On peut décomposer la linéarisation du développement
en calculant la linéarisation de chaque terme qui est fourni par la linéarisation par
rapport a I’.

Cette situation arrive systématiquement dans le cas des fonctions exp-logs, grace
a 'axiome de finitude AFG. En effet, tout développement asymptotique peut étre
interprété comme une série de Laurent formelle en plusieurs variables, muni d’un
ordre total sur les monomes. De tels ordres sont toujours isomorphes a une somme
lexicographique de sousgroupes additifs finiment engendrés de R. Supposons qu’on
ait réécrit f comme dans la sous-section précédente (par la premiere approche). Les
éléments de S correspondent (a des “duplications” pres) aux variables de la série de
Laurent formelle. Maintenant, on peut développer f par rapport uniquement aux
éléments maximaux pour <& de S. Ceci revient a assimiler tout élément du corps
engendré par les autres éléments de S a des constantes. Or un tel développement
ne nécessite que des opérations dans K[{X“},er]. Ainsi, on obtient un algorithme
élégant évitant la théorie de la section 2.

Néanmoins, il est clair que la décomposition d’un développement par tranches
n’est qu’'une reformulation du probleme. On s’attend donc a ce que les deux algo-
rithmes marche un peu pres aussi vite. Gonnet et Gruntz ont implanté le dernier
et obtenu de bonnes performances. Nous remarquons également que ce traitement
plus intuitif n’est plus possible dans le cas, ou 'axiome AFG n’est plus vérifié,
comme dans les exemples mentionnés dans I'introduction. La technique utilisant les
belordres présente 'avantage d’étre parfaitement généralisable a ces cas et de plus,
en tenant compte de 'implantation de 'algorithme de Gonnet et Gruntz, on peut
s’attendre a de bonnes performances.
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