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Abstra
t { Generalized polylogarithms are de�ned as iterated integrals with

respe
t to the two di�erential forms !

0

= dz=z and !

1

= dz=(1� z). We 
ompute

the polylogarithms in h(z) from their values in z for every transformation h belon-

ging to the group generated by the two transformations z ! 1� z and z ! 1=z.

These formul� utilize a 
ertain series in non 
ommutative variables whi
h turns

out to be the �

KZ

series of Drinfel'd.

R

�

esum

�

e { Les polylogarithmes g�en�eralis�es sont des fon
tions obtenues 
omme

des int�egrales it�er�ees par rapport aux deux formes di��erentielles !

0

= dz=z et

!

1

= dz=(1�z). On 
al
ule les polylogarithmes en h(z) en fon
tion de leur valeur

en z pour toute transformation h appartenant au groupe engendr�e par les deux

transformations z ! 1 � z et z ! 1=z. Dans 
es formules apparâ�t une 
ertaine

s�erie en variables non 
ommutatives qui se trouve être la s�erie �

KZ

de Drinfel'd

et que l'on 
al
ule �a partir des mots de Lyndon.

Keywords: polylogarithms, multiple zeta values, monodromy, Lyndon words.

1 Introdu
tion

Les fon
tions polylogarithmes jouent un rôle 
ru
ial dans la th�eorie des nombres, en phy-

sique statistique (th�eorie des noeuds), dans la r�esolution des �equations di��erentielles (�etude

des singularit�es [9℄). Dans 
et arti
le, on g�en�eralise 
ertaines identit�es fon
tionnelles (voir

formules de Landen dans Lewin [16℄) en utilisant la 
ombinatoire des exponentielles de Lie.

On retrouve une telle appro
he dans [5, 7, 8, 21, 18, 22, 1, ?℄
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Suivant Drinfel'd [8℄, on �etudie les solutions de l'�equation di��erentielle :

d

dz

S(z) =

�

x

0

z

+

x

1

1� z

�

S(z) (1)

dans laquelle z est un nombre 
omplexe appartenant �a C � f0; 1g et S(z) une s�erie en les

variables non 
ommutatives sur l'alphabet X = fx

0

; x

1

g. Si l'on note S

w

(z) le 
oeÆ
ient du

mot w dans S(z), l'�equation (1) est �equivalente au syst�eme di��erentiel triangulaire :

8

>

<

>

:

d

dz

S

x

0

w

(z) =

1

z

S

w

(z)

d

dz

S

x

1

w

(z) =

1

1� z

S

w

(z)

(2)

Soit L(z) l'unique solution de l'�equation (1) qui v�eri�e la 
ondition �a la limite :

L(") = e

x

0

log "

+O(

p

") pour "! 0

+

: (3)

On appelera L(z) la s�erie g�en�eratri
e des polylogarithmes. Notons !

0

=

dz

z

et !

1

=

dz

1�z

.

On a montr�e dans [13℄ que L(z) est une exponentielle de Lie. Ses 
oeÆ
ients L

w

(z) sont des

fon
tions multivalu�ees C -lin�eairement ind�ependantes (voir thm 1) qui sont donn�ees par les

formules | voir [13℄ :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

L

1

(z) = 1

L

x

0

(z) =

Z

z

1

!

0

= log z

L

x

1

(z) =

Z

z

0

!

1

= � log(1� z):

(4)

Lorsque le mot w se termine par la lettre x

1

, la fon
tion L

w

(z) s'annule en la singularit�e

z = 0. Soit X = fx

0

; x

1

g. On a [11, 12℄, 8w 2 X

�

x

1

:

L

x

i

w

(z) =

Z

z

0

!

i

L

w

; i = 0; 1 (5)

Tout mot w 2 X

�

x

1

s'�e
rit de fa�
on unique :

w = x

s

1

�1

0

x

1

x

s

2

�1

0

x

1

� � � x

s

k

�1

0

x

1

: (6)

On lui asso
ie le multi{indi
e s = (s

1

; s

2

; : : : ; s

k

) form�e d'entiers positifs. Un tel multi{indi
e

est appel�e une 
omposition de longueur k et de poids s

1

+ s

2

+ � � �+ s

k

. On a :

L

w

(z)

def

= Li

s

(z) =

X

n

1

>n

2

>���>n

k

>0

z

n

1

n

s

1

1

n

s

2

2

� � �n

s

k

k

: (7)

Cette s�erie enti�ere est 
onvergente jzj < 1. Les fon
tions Li

s

sont don
 mono-valu�ees �a

l'int�erieur du disque unit�e.

En �evaluant 
es polylogarithmes [17, 23, 2, 3, 14, 15℄ en z = 1, on obtient les Multiple

Zeta Values (MZV) :

�(s)

def

= Li

s

(1) =

X

n

1

>n

2

>���>n

k

>0

1

n

s

1

1

n

s

2

2

� � �n

s

k

k

: (8)
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�(s) est 
onvergente pour s

1

� 2 ie. pour w 2 x

0

X

�

x

1

. On propose dans [10℄ un pro
�ed�e


ombinatoire simple pour engendrer les relations Q-polynomiales entre les �(s). On 
onje
ture

que 
e pro
�ed�e est 
omplet.

L'�etude de la monodromie des polylogarithmes (prolongement analytique sur un 
hemin

ferm�e) fournit un autre moyen pour 
al
uler les relations entre les MZV. La s�erie de Chen

S

z

0

 z

est par d�e�nition l'unique solution sur le 
hemin z

0

 z de l'�equation (1) v�eri�ant la


ondition initiale S(z

0

) = 1. Le prolongement analytique de la s�erie L le long d'un 
hemin

quel
onque z

0

 z dans C � f0; 1g est donn�e par la formule [6, 4℄ :

L(z) = S

z

0

 z

L(z

0

): (9)

Toutes les formules pr�esent�ees dans 
et arti
le reposent sur le 
al
ul d'une 
ertaine s�erie

Z qui est une exponentielle de Lie sur l'alphabet X et dont les 
oeÆ
ients sont des MZV.

Comme le montre la formule :

S

" 1�"

� e

�x

1

log "

Z e

�x

0

log "

; pour "! 0

+

; (10)

la s�erie Z renormalise la s�erie de Chen S

" 1�"

atta
h�ee au 
hemin de l'axe r�eel " 1 � "

lorsque " ! 0

+

. Cette s�erie Z 
orrespond �a la s�erie �

KZ

introduite par Drinfel'd [8℄ dans

l'�etude du syst�eme KZ

3

de Knizhnik{Zamolod
hikov.

Le 
al
ul de la s�erie Z �a un ordre n donn�e �gure dans [13℄ ; il est est e�e
tu�e dans le

syst�eme de 
al
ul formel Axiom en utilisant la 
ombinatoire des mots de Lyndon.

Nous �etablissons les formules { voir se
tion 3 { permettant de 
al
uler la s�erie L(h(z)) en

fon
tion de L(z) lorsque la transformation z ! h(z) appartient au groupe de transformations

engendr�e par les deux transformations z ! 1� z et z ! 1=z.

2 Appro
he 
ombinatoire de la renormalisation

Les notations sont 
elles de [13℄. La s�erie g�en�eratri
e L(z) est une exponentielle de Lie

que l'on peut fa
toriser en utilisant une fa
torisation 
lassique de la s�erie double [19℄ dans

Sh

Q

hXi

b


QhXi grâ
e �a deux bases duales li�ees aux mots de Lyndon. Les polynômes de Lie

P (l) forment une base de l'alg�ebre de Lie libre sur X et les polynômes P

�

(l) une base de

trans
endan
e de Sh

Q

hXi.

X

w2X

�

w 
 w =

Y

l2Lyndon(X)

e

P

�

(l)
P (l)

: (11)

Proposition 1 ([13℄) Soit L la s�erie g�en�eratri
e des polylogarithmes d�e�nie par les �equations

(1) et (3). Alors lorsque "! 0

+

, on a le d�eveloppement asymptotique :

L(1� ") � e

�x

1

log "

Z ave
 Z =

Y

l2Lyndon(X)�fx

0

;x

1

g

e

�

P

�

(l)

P (l)

(12)

Lemme 1 ([13℄) Z est l'unique exponentielle de Lie telle que

�

(Z j w) = �(s); w 2 x

0

X

�

x

1

(Z j x

0

) = (Z j x

1

) = 0;

(13)

la 
omposition s �etant d�e�nie 
omme en (6).
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On 
onsid�ere le C {morphisme (renormalisation) � : C ["; log "℄ �! C qui �a tout polynôme

de C ["; log "℄ asso
ie son terme 
onstant. Ce morphisme s'�etend de mani�ere naturelle aux

s�eries en un C {morphisme :

� : C ["; log "℄hhXii �! C hhXii: (14)

En 
e sens, la s�erie Z renormalise la s�erie de Chen (voir formule (10)) S

" 1�"

ie.

Z = �(S

" 1�"

): (15)

On obtient �a l'ordre 4 :

logZ = �(2) [x

0

; x

1

℄ + �(3) [x

0

; [x

0

; x

1

℄℄ + �(3) [[x

0

; x

1

℄; x

1

℄ (16)

+

2

5

�(2)

2

[x

0

; [x

0

; [x

0

; x

1

℄℄℄ +

1

10

�(2)

2

[x

0

; [[x

0

; x

1

℄; x

1

℄℄

+

2

5

�(2)

2

[[[x

0

; x

1

℄; x

1

℄; x

1

℄ + � � �

3 Identit�es fon
tionnelles entre polylogarithmes

Le thm suivant d�emontr�e dans [13℄ ram�ene le test d'�egalit�e �a z�ero d'une expression poly-

nomiale en les L

w

(t) �a un simple test d'�egalit�e �a z�ero dans l'alg�ebre des polynômes C hXi.

Th�eor�eme 1 Soit LI

C

la C {alg�ebre engendr�ee par la fon
tion 
onstante 1, la fon
tion log et

les fon
tions Li

s

o�u s est une 
omposition quel
onque. Soit Sh

C

hXi l'alg�ebre des polynômes

C hXi munie du produit de m�elange. L'appli
ation qui, �a x

0

asso
ie la fon
tion log et �a w =

x

s

1

�1

0

x

1

: : : x

s

k

�1

0

x

1

la fon
tion Li

s

1

;:::;s

k

se prolonge par lin�earit�e en un unique isomorphisme

LI

C

' Sh

C

hXi.

La g�en�eralisation de 
e thm. lorsque l'on prend C [z℄ 
omme anneau des 
oeÆ
ients est fa
ile.

3.1 Changement de variables dans une s�erie de Chen

On 
onsid�ere le groupe G �a 6 �el�ements engendr�e par les transformations proje
tives de la

droite 
omplexe P

1

C qui laissent globalement invariants les trois points 0; 1;1. Un �el�ement

h 2 G est d�etermin�e par son a
tion sur 
es trois points ; don
 G ' S

3

. G est engendr�e par

les deux transformations z ! 1=z et z ! 1� z. Ce groupe op�ere sur les formes et les 
hemins

d�e�nis sur C � f0; 1g. Le pull{ba
k des formes !

0

et !

1

vaut h

�

!

0

def

=

dh(z)

h(z)

=

h

0

(z)

h(z)

dz et

h

�

!

1

def

=

dh(z)

1�h(z)

=

h

0

(z)

1�h(z)

dz.

Un 
hemin 
 est une appli
ation di��erentiable de [0; 1℄ dans C � f0; 1g. On pose h

�




def

=

h

�1

Æ 
. On a: 8h

1

; h

2

2 G; (h

1

h

2

)

�

= h

�

2

h

�

1

. L'int�egrale d'une 1-forme ! sur un 
hemin 


v�eri�e

R




! =

R

h

�




h

�

!. Cette formule se g�en�eralise aux int�egrales it�er�ees :

Z




!

i

1

� � �!

i

k

=

Z

h

�




(h

�

!

i

1

) � � � (h

�

!

i

k

): (17)
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Consid�erons l'a
tion �a gau
he de GL(2; C ) sur les s�eries de C hhXii. On pose pour f 2 GL(2; C )

et w = x

i

1

x

i

2

: : : x

i

k

2 X

�

:

f(w)

def

= f(x

i

1

) f(x

i

2

) : : : f(x

i

k

) (18)

On prolonge par lin�earit�e l'a
tion de f aux s�eries en posant

f

 

X

w

(S j w) w

!

def

=

X

w

(S j w) f(w):

On a 
lairement f(S + T ) = f(S) + f(T ) et f(ST ) = f(S)f(T ).

Soit

�

H

i

j

�

i;j2f0;1g

la matri
e de l'appli
ation lin�eaire h

�

ie. h

�

!

i

def

=

P

j

H

i

j

!

j

. Cette a
tion

sur les 1-formes est interprêt�ee 
omme une substitution lin�eaire sur les lettres de X en posant

h

�

x

j

=

P

i

x

i

H

i

j

, substitution qui se prolonge en une a
tion �a gau
he sur des s�eries de C hhXii

grâ
e �a (18). On a: 8h

1

; h

2

2 G; (h

1

h

2

)

�

= h

1

�

h

2

�

.

� 2 S

3

h 2 G H 2 GL(2; C )

Id z ! z

�

1 0

0 1

�

�

0;1

z ! 1� z

�

0 �1

�1 0

�

�

1;1

z !

z

z � 1

�

1 1

0 �1

�

�

0;1

z !

1

z

�

�1 0

1 1

�

(0; 1;1) z !

1

1� z

�

0 1

�1 �1

�

(0;1; 1) z !

z � 1

z

�

�1 �1

1 0

�

Th�eor�eme 2 Soit h une transformation du groupe G ' S

3

et S




la s�erie de Chen asso
i�ee

�a un 
hemin 
 de C � f0; 1g. Ave
 les 
onventions pr�e
�edentes, on a :

h

�

(S




) = S

hÆ


: (19)

Preuve { Convention de notations d'Einstein sur les indi
es r�ep�et�es.

S

hÆ


=

�

Z

hÆ


!

i

1

� � �!

i

k

�

x

i

1

: : : x

i

k

=

 

Z

h

�

(hÆ
)

(h

�

!

i

1

) � � � (h

�

!

i

k

)

!

x

i

1

: : : x

i

k

=

�

Z




H

i

1

j

1

� � �H

i

k

j

k

!

j

1

� � �!

j

k

�

x

i

1

: : : x

i

k

=

�

Z




!

j

1

� � �!

j

k

�

x

i

1

: : : x

i

k

H

i

1

j

1

� � �H

i

k

j

k

=

�

Z




!

j

1

� � �!

j

k

�

h

�

(x

j

1

: : : x

j

k

) = h

�

(S




)

�
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�

�

X

X

�" "1� 1=t

Fig. 1 {

�

�

X

X

�

�

X
X

1=t1� " 1 + "1"0

Fig. 2 {

3.2 Cal
ul des polylogs en 1� t pour 0 < t < 1

D'apr�es (9) on a :

L(1� t) = S

1�" 1�t

L(1� "): (20)

Soit h(z)

def

= 1� z. On a h

�

x

0

= �x

1

et h

�

x

1

= �x

0

. Le thm. 2 donne

S

1�" 1�t

= h

�

S

" t

= h

�

�

L(t)L

�1

(")

�

� h

�

L(t) h

�

�

e

�x

0

log "

�

:

Dans la suite, on note h

�

L(t) par L(�x

1

;�x

0

j t). D'autre part, h

�

�

e

�x

0

log "

�

= e

x

1

log "

.

Finalement, reprenant (20) en passant �a la limite lorsque " ! 0

+

, on obtient la proposition

(voir formules en annexe) :

Proposition 2

8t 2℄0; 1[; L(x

0

; x

1

j 1� t) = L(�x

1

;�x

0

j t) Z(x

0

; x

1

) (21)

3.3 Cal
ul des polylogs en 1� 1=t pour 0 < t < 1

D'apr�es (9) en suivant le 
hemin de la �gure 1 (le 
ontournement de 0 par le haut est

arbitraire), on a :

L(1� 1=t) = S

�" 1�1=t

S

" �"

L(") = S

�" 1�1=t

e

i�x

0

e

x

0

log "

On pose h(z)

def

= 1� 1=z. On a h

�

x

0

= �x

0

+ x

1

et h

�

x

1

= �x

0

. Le thm. 2 donne

S

�" 1�1=t

= h

�

S

1�" t

= h

�

�

L(t)L

�1

(1� ")

�

= h

�

�

L(t) Z

�1

e

x

1

log "

�

:

On obtient �nalement, en passant �a la limite lorsque "! 0

+

la proposition (voir formules en

annexe) :

Proposition 3

8t 2 [0; 1[; L(x

0

; x

1

j 1� 1=t) = L(�x

0

+ x

1

;�x

0

j t) Z

�1

(�x

0

+ x

1

;�x

0

) e

i�x

0

(22)

Remarque { Pour tout w 2 X

�

x

1

, la formule donnant L

w

(1� 1=t) ne 
omporte pas le

terme en i� et g�en�eralise la formule de Landen pour le trilogarithm [16℄.
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3.3.1 D�eveloppement asymptotique en �1

Lorsque dans (22), on fait tendre t vers 0

+

, on obtient, 
ompte{tenu de (3) :

L(x

0

; x

1

j �1=") = e

(�x

0

+x

1

) log "

Z

�1

(�x

0

+ x

1

;�x

0

) e

i�x

0

+O(

p

"); pour "! 0

+

: (23)

Proposition 4 Lorsque " ! 0

+

, pour tout w 2 X

�

de longueur n, la partie dominante du

polylogarithme L

w

(t) lorsque t! �1 est donn�ee par :

L

w

(�1=") �

(�1)

jwj

x

0

n!

log

n

": (24)

le nombre d'o

urren
es de x

0

dans le mot w �etant d�esign�e par jwj

x

0

.

La preuve d�e
oule dire
tement de la formule (23). Ce thm. g�en�eralise et pr�e
ise une majoration

de We
hsung dans [20℄.

3.4 Cal
ul des polylogs en 1=t pour 0 < t < 1

D'apr�es (9), en suivant le 
hemin de la �gure 2 (le 
ontournement de 1 par le haut est

arbitraire), on a :

L(1=t) = S

1+" 1=t

S

1�" 1+"

S

" 1�"

L(")

= S

1+" 1=t

e

i�x

1

e

�x

1

log "

Z:

On pose h(z)

def

= 1=z. On a h

�

x

0

= �x

0

+ x

1

et h

�

x

1

= x

1

. Le thm. 2 donne

S

1+" 1=t

= h

�

S

1�" t

= h

�

�

L(t)L

�1

(1� ")

�

= h

�

�

L(t) Z

�1

e

x

1

log "

�

:

On obtient �nalement, en passant �a la limite lorsque "! 0

+

la proposition (voir formules en

annexe):

Proposition 5

8t 2 [0; 1[; L(x

0

; x

1

j 1=t) = L(�x

0

+ x

1

; x

1

j t) Z

�1

(�x

0

+ x

1

; x

1

) e

i�x

1

Z(x

0

; x

1

) (25)

4 Propri�et�es de la s�erie Z

4.1 Dualit�e

D�esignons par ew l'image miroir de w 2 X

�

. On sait que l'inverse d'une exponentielle

de Lie S est �egale �a son antipode: a(S) =

P

w

(S j w)(�1)

jwj

ew. Le 
hangement de variable

z ! 1� z appliqu�e �a la s�erie de Chen S

t 1�t

donne :

S

t 1�t

(x

0

; x

1

) = S

1�t t

(�x

1

;�x

0

) = S

�1

t 1�t

(�x

1

;�x

0

) (26)

= a (S

t 1�t

(�x

1

;�x

0

)) : (27)
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T

T

T

T �

�

�

�

�

s

s

s

0

1

1

Fig. 3 { Relation hexagonale

Soit bw le mot obtenu en appliquant la substitution x

0

! x

1

et x

1

! x

0

au mot ew miroir de

w. On prolonge par lin�earit�e aux s�eries de C hhXii. On d�eduit de (26) que pour tout t 2℄0; 1[,

S

t 1�t

=

b

S

t 1�t

. En posant t = " ave
 "! 0

+

et en appliquant la renormalisation (15), on

en d�eduit la relation de dualit�e.

Proposition 6

Z =

b

Z (28)

En 
ombinant les formules (21) et (28), on en d�eduit le 
orrollaire

Corollaire 1 Pour tout t 2℄0; 1[ :

b

L(1� t) L(t) = Z: (29)

En parti
ulier, pour t = 1=2, on a :

b

L(

1

2

) L(

1

2

) = Z.

4.2 Relation hexagonale

Le 
hemin de la �g. 3 n'entoure au
une singularit�e don
 la s�erie de Chen sur 
e 
hemin

est �egale �a 1. Adoptons le ra

our
i de notation S

def

= S

" 1�"

. Soit h : z ! 1� 1=z l'�el�ement

de G qui permute 
ir
ulairement les 3 singularit�es 0; 1 et 1 dans le sens r�etrograde. On a :

�

Se

i�x

0

�

� h

�

�

Se

i�x

0

�

� h

2

�

�

Se

i�x

0

�

= 1 +O(

p

"): (30)

En renormalisant, d'apr�es (15), S par Z et 
ompte{tenu du fait que h

�

x

0

= �x

0

+ x

1

et

h

�

x

1

= �x

0

, on en d�eduit la proposition :

Proposition 7

Z(x

0

; x

1

) e

i�x

0

Z(�x

0

+ x

1

;�x

0

) e

i�(�x

0

+x

1

)

Z(�x

1

; x

0

� x

1

) e

�i�x

1

= 1 (31)

Le 
al
ul sur les 
ro
hets de Lie de longueur 2 dans la formule de Campbell{Hausdor� permet

de retrouver la relation �(2) = �

2

=6. D'autre part, il est 
lair que l'on peut rempla
er i par

�i dans la formule (31).

5 Con
lusion

Nous avons prouv�e que de nombreuses identit�es fon
tionnelles sur les polylogarithmes

s'expriment simplement dans le 
adre des s�eries formelles non 
ommutatives ; toutes 
es s�eries
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sont en fait des exponentielles de Lie que l'on peut multiplier en utilisant la formule de Baker{

Campbell{Hausdor� tronqu�ee �a un ordre donn�e. Dans les r�esultats �gurant en annexe, seuls

�gurent les polylogarithmes 
od�es par des mots de Lyndon 
ar 
es fon
tions engendrent

librement toute l'alg�ebre des polylogarithmes.

Remer
iements Mer
i �a P. Cartier, M. Gergondey, G. Ja
ob et P. Lo
hak pour d'utiles

dis
ussions.

Les 
al
uls ont �et�e men�es en utilisant le logi
iel de 
al
ul formel Axiom sur les ma
hines

du 
entre Medi
is install�e �a l'E
ole Polyte
hnique de Palaiseau.

A Relations entre polylogs

A.1 Polylogs en 1� t

log (1� t) = �Li

1

(t) (32)

Li

1

(1� t) = �log (t) (33)

Li

2

(1� t) = �Li

2

(t) + log (t)Li

1

(t) + � (2) (34)

Li

3

(1� t) = �Li

2; 1

(t) + Li

1

(t)Li

2

(t)�

1

2

log (t)Li

1

(t)

2

� � (2)Li

1

(t) + � (3) (35)

Li

2; 1

(1� t) = �Li

3

(t) + log (t)Li

2

(t)�

1

2

log (t)

2

Li

1

(t)

+ � (3) (36)

Li

4

(1� t) = �Li

2; 1; 1

(t) + Li

1

(t)Li

2; 1

(t)�

1

2

Li

1

(t)

2

Li

2

(t)

+

1

6

log (t)Li

1

(t)

3

+

1

2

� (2)Li

1

(t)

2

� � (3)Li

1

(t)

+

2

5

� (2)

2

(37)

Li

3; 1

(1� t) = �Li

3; 1

(t) + log (t)Li

2; 1

(t) + Li

1

(t)Li

3

(t)

� log (t)Li

1

(t)Li

2

(t) +

1

4

log (t)

2

Li

1

(t)

2

� � (3)Li

1

(t)

+

1

10

� (2)

2

(38)

Li

2; 1; 1

(1� t) = �Li

4

(t) + log (t)Li

3

(t)�

1

2

log (t)

2

Li

2

(t)

+

1

6

log (t)

3

Li

1

(t) +

2

5

� (2)

2

(39)

A.2 Polylogs en 1� 1=t

log

�

t� 1

t

�

= (i�) � Li

1

(t)� log (t) (40)
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Li

1

�

t� 1

t

�

= log (t) (41)

Li

2

�

t� 1

t

�

= Li

2

(t)� log (t)Li

1

(t)� � (2)�

1

2

log (t)

2

(42)

Li

3

�

t� 1

t

�

= Li

2; 1

(t)� Li

3

(t)� Li

1

(t)Li

2

(t) +

1

2

log (t)Li

1

(t)

2

+

�

� (2) +

1

2

log (t)

2

�

Li

1

(t) + log (t)� (2)

+

1

6

log (t)

3

(43)

Li

2; 1

�

t� 1

t

�

= �Li

3

(t) + log (t)Li

2

(t)�

1

2

log (t)

2

Li

1

(t)

+ � (3)�

1

6

log (t)

3

(44)

Li

4

�

t� 1

t

�

= Li

2; 1; 1

(t)� Li

3; 1

(t)� Li

1

(t)Li

2; 1

(t) + Li

4

(t)

+ Li

1

(t)Li

3

(t) +

1

2

Li

1

(t)

2

Li

2

(t)�

1

6

log (t)Li

1

(t)

3

+

�

�

1

2

� (2)�

1

4

log (t)

2

�

Li

1

(t)

2

+

�

�log (t)� (2)�

1

6

log (t)

3

�

Li

1

(t)

�

7

10

� (2)

2

�

1

2

log (t)

2

� (2)�

1

24

log (t)

4

(45)

Li

3; 1

�

t� 1

t

�

= �Li

3; 1

(t) + log (t)Li

2; 1

(t) + 2Li

4

(t) + (Li

1

(t)� log (t))Li

3

(t)

� log (t)Li

1

(t)Li

2

(t) +

1

4

log (t)

2

Li

1

(t)

2

+

�

�� (3) +

1

6

log (t)

3

�

Li

1

(t)

� log (t)� (3)�

7

10

� (2)

2

+

1

24

log (t)

4

(46)

Li

2; 1; 1

�

t� 1

t

�

= Li

4

(t)� log (t)Li

3

(t) +

1

2

log (t)

2

Li

2

(t)�

1

6

log (t)

3

Li

1

(t)

�

2

5

� (2)

2

�

1

24

log (t)

4

(47)

A.3 Polylogs en 1=t

log

�

1

t

�

= �log (t) (48)

Li

1

�

1

t

�

= (i�) + Li

1

(t) + log (t) (49)

Li

2

�

1

t

�

= �log (t)(i�)� Li

2

(t) + 2� (2)�

1

2

log (t)

2

(50)

Li

3

�

1

t

�

=

1

2

log (t)

2

(i�) + Li

3

(t)� 2log (t)� (2) +

1

6

log (t)

3

(51)

Li

2; 1

�

1

t

�

= �

1

2

log (t)(i�)

2

+

�

�Li

2

(t) + � (2)�

1

2

log (t)

2

�

(i�)
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� Li

2; 1

(t) + Li

3

(t)� log (t)Li

2

(t) + � (3)�

1

6

log (t)

3

(52)

Li

4

�

1

t

�

= �

1

6

log (t)

3

(i�)� Li

4

(t) +

4

5

� (2)

2

+ log (t)

2

� (2)

�

1

24

log (t)

4

(53)

Li

3; 1

�

1

t

�

=

1

4

log (t)

2

(i�)

2

+

�

Li

3

(t)� � (3)� log (t)� (2) +

1

6

log (t)

3

�

(i�)

+ Li

3; 1

(t)� 2Li

4

(t) + log (t)Li

3

(t)� log (t)� (3)

+

4

5

� (2)

2

+

1

24

log (t)

4

(54)

Li

2; 1; 1

�

1

t

�

= �

1

6

log (t)(i�)

3

+

�

�

1

2

Li

2

(t) +

1

2

� (2)�

1

4

log (t)

2

�

(i�)

2

+

�

�Li

2; 1

(t) + Li

3

(t)� log (t)Li

2

(t)�

1

6

log (t)

3

�

(i�)

� Li

2; 1; 1

(t) + Li

3; 1

(t)� log (t)Li

2; 1

(t)� Li

4

(t)

+ log (t)Li

3

(t)�

1

2

log (t)

2

Li

2

(t) +

11

10

� (2)

2

�

1

24

log (t)

4

(55)
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