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ABSTRACT — Generalized polylogarithms are defined as iterated integrals with
respect to the two differential forms wy = dz/z and w; = dz/(1 — z). We compute
the polylogarithms in h(z) from their values in z for every transformation A belon-
ging to the group generated by the two transformations z - 1 — z and z — 1/z.
These formulae utilize a certain series in non commutative variables which turns
out to be the ® g series of Drinfel’d.

RESUME — Les polylogarithmes généralisés sont des fonctions obtenues comme
des intégrales itérées par rapport aux deux formes différentielles w® = dz/z et
w! = dz/(1 - z). On calcule les polylogarithmes en h(z) en fonction de leur valeur
en z pour toute transformation h appartenant au groupe engendré par les deux
transformations z — 1 — z et z — 1/z. Dans ces formules apparait une certaine
série en variables non commutatives qui se trouve étre la série ® 5, de Drinfel’d
et que 'on calcule & partir des mots de Lyndon.
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1 Introduction

Les fonctions polylogarithmes jouent un roéle crucial dans la théorie des nombres, en phy-
sique statistique (théorie des noeuds), dans la résolution des équations différentielles (étude
des singularités [9]). Dans cet article, on généralise certaines identités fonctionnelles (voir
formules de Landen dans Lewin [16]) en utilisant la combinatoire des exponentielles de Lie.
On retrouve une telle approche dans [5, 7, 8, 21, 18, 22, 1, ?]



Suivant Drinfel’d [8], on étudie les solutions de ’équation différentielle:

%S(Z) - (@+ =t )S(z) (1)

z 1—2

dans laquelle z est un nombre complexe appartenant & C — {0,1} et S(z) une série en les
variables non commutatives sur l'alphabet X = {z(,z1}. Si 'on note Sy (z) le coefficient du
mot w dans S(z), ’équation (1) est équivalente au systeme différentiel triangulaire:

d 1

—Srow(2) = =Swl(z

PP (2) - (2) )
Esxl'w(z) = :Sw(z)

Soit L(z) 'unique solution de ’équation (1) qui vérifie la condition a la limite:

L(e) = €*%¢ 1 0(/e) poure — 0F. (3)
s sz - . 0 _ d 1 _ d
On appelera L(z) la série génératrice des polylogarithmes. Notons w” = % et w* = %%

On a montré dans [13] que L(z) est une ezponentielle de Lie. Ses coefficients L, (z) sont des
fonctions multivaluées C-linéairement indépendantes (voir thm 1) qui sont données par les
Ly (z)

formules — voir [13]:
1
L) = [
1

Ln@ = [

Lorsque le mot w se termine par la lettre z1, la fonction L, (z) s’annule en la singularité
z = 0. Soit X = {xp,z1}. On a [11, 12], Vw € X"z :

4
0
w' =logz
4
Z @
Wt

= —log(1 — 2).

Z .
Lyw(z) = /szLw, i=0,1 (5)

Tout mot w € X*x; s’écrit de facon unique:

- 2— -1
w = zy 1:151:1582 lxl---x(s)’“ 1. (6)
On lui associe le multi-indice s = (s1, $2,. .., sk) formé d’entiers positifs. Un tel multi-indice

est appelé une composition de longueur k et de poids s; + 53 + - + sk. On a:

ni

def - . z
Ly(z) = Lig(z) = Z TP T a—.

nytng? - onk (7)
ny>ng>->nE>0 772 k

Cette série entiére est convergente |z| < 1. Les fonctions Lis sont donc mono-valuées a
I'intérieur du disque unité.

En évaluant ces polylogarithmes [17, 23, 2, 3, 14, 15] en z = 1, on obtient les Multiple
Zeta Values (MZV):

HDYm =Y (8)

niln -n
ni>ng>>np>0 L 72 k



((s) est convergente pour s; > 2 ie. pour w € zoX*z;. On propose dans [10] un procédé
combinatoire simple pour engendrer les relations Q-polynomiales entre les (s). On conjecture
que ce procédé est complet.

L’étude de la monodromie des polylogarithmes (prolongement analytique sur un chemin
fermé) fournit un autre moyen pour calculer les relations entre les MZV. La série de Chen
S0~z €st par définition 'unique solution sur le chemin zg~~z de ’équation (1) vérifiant la
condition initiale S(zp) = 1. Le prolongement analytique de la série L le long d’un chemin
quelconque zp~>z dans C — {0, 1} est donné par la formule [6, 4] :

L(z) = SypwzL(20). (9)

Toutes les formules présentées dans cet article reposent sur le calcul d’une certaine série
Z qui est une exponentielle de Lie sur 'alphabet X et dont les coefficients sont des MZV.
Comme le montre la formule:

Sel e ~ e rloge 7 efwologg, pour € — 0, (10)

la série Z renormalise la série de Chen S...;_. attachée au chemin de l'axe réel e~~1 — ¢
lorsque ¢ — 0. Cette série Z correspond & la série @, introduite par Drinfel’d [8] dans
I’étude du systéeme K Z3 de Knizhnik—Zamolodchikov.

Le calcul de la série Z & un ordre n donné figure dans [13]; il est est effectué dans le
systeme de calcul formel AXIOM en utilisant la combinatoire des mots de Lyndon.

Nous établissons les formules — voir section 3 — permettant de calculer la série L(h(z)) en
fonction de L(z) lorsque la transformation z — h(z) appartient au groupe de transformations
engendré par les deux transformations z -1 —z et z — 1/z.

2 Approche combinatoire de la renormalisation

Les notations sont celles de [13]. La série génératrice L(z) est une exponentielle de Lie
que l'on peut factoriser en utilisant une factorisation classique de la série double [19] dans
Sho(X)®Q(X) grice a deux bases duales liées aux mots de Lyndon. Les polynémes de Lie
P(l) forment une base de l'algébre de Lie libre sur X et les polynomes P*(I) une base de
transcendance de Shg(X).

Z wRQw = H eP*(l)®P(l)‘ (11)

weX* leLyndon(X)

Proposition 1 ([13]) Soit L la série génératrice des polylogarithmes définie par les équations
(1) et (3). Alors lorsque € — 0%, on a le développement asymptotique :

L(l—¢) ~e @188 7 quec Z = H eSpayP ) (12)
leLyndon(X)—{zo,z1}

Lemme 1 ([13]) Z est l'unique exponentielle de Lie telle que

{(le) = ((s), w € T X7y
(Z | wo0) =(Z]x1) =0,

la composition s étant définie comme en (6).



On considére le C-morphisme (renormalisation) p : Cle, log ] — C qui & tout polynéme
de Cle,log €] associe son terme constant. Ce morphisme s’étend de maniére naturelle aux
séries en un C-morphisme :

p: Cle, log e] (X)) — C{X)). (14)

En ce sens, la série Z renormalise la série de Chen (voir formule (10)) S...1_. ie.

Z=p(Seon ) (15)
On obtient & l'ordre 4:
logZ = ((2) [0, 1] + ((3) [wo, [0, z1]] + ((3) [[w0, 1], 71] (16)
+2C(@P [oo, oo, oo, 1]+ 550(2)% [0, (120, 1], 1]
+2CEP (o, mil, o))+

3 Identités fonctionnelles entre polylogarithmes

Le thm suivant démontré dans [13] ramene le test d’égalité & zéro d’une expression poly-
nomiale en les L,,(t) & un simple test d’égalité a zéro dans I’algebre des polynomes C(X).

Théoréme 1 Soit Llc la C-algébre engendrée par la fonction constante 1, la fonction log et
les fonctions Lig ot s est une composition quelconque. Soit Shc(X) 'algébre des polynéomes
C(X) munie du produit de mélange. L’application qui, & xo associe la fonction log et 4 w =
mglflxl ... Q;S’“flml la fonction Lig, .. s, se prolonge par linéarité en un unique isomorphisme
LIc ~ She(X).

k

La généralisation de ce thm. lorsque ’on prend C[z] comme anneau des coefficients est facile.

3.1 Changement de variables dans une série de Chen

On considere le groupe G & 6 éléments engendré par les transformations projectives de la
droite complexe P'C qui laissent globalement invariants les trois points 0, 1,00. Un élément
h € G est déterminé par son action sur ces trois points; donc G ~ G3. G est engendré par
les deux transformations z — 1/z et z — 1 — z. Ce groupe opeére sur les formes et les chemins

définis sur C — {0,1}. Le pull-back des formes w® et w! vaut h*w’ o d,:l((zz)) = I;ll((;))dz et
« 1def dn(z) _ W
h*w! = 1458) = kf%i)dz'

Un chemin +y est une application différentiable de [0,1] dans C — {0,1}. On pose h*vy def
h!ov. On a: Vhy,hy € G, (hih2)* = hih}. L’intégrale d’une 1-forme w sur un chemin «y
vérifie f7 w= [ py I*w. Cette formule se généralise aux intégrales itérées :

Lwil...wik = /}m(h*w“)---(h*wik). (17)



Considérons l'action & gauche de GL(2, C) sur les séries de C((X')). On pose pour f € GL(2,C)
et w=uwz;z;,...7z; € X":

Flw) € flai) flam) ... flzi,)

On prolonge par linéarité ’action de f aux séries en posant

f (Z(S | w) w> LN | w) flw).

w w

(18)

On a clairement f(S+T) = f(S)+ f(T) et f(ST) = f(S)f(T).

la matrice de I'application linéaire h* ie. h*w’ def

i i Hiwd i
Soit <Hj)i,j€{0,1} >_j Hjw’. Cette action
sur les 1-formes est interprétée comme une substitution linéaire sur les lettres de X en posant
hixj = ); xiHj, substitution qui se prolonge en une action a gauche sur des séries de C((X))

grace a (18) On a: Yhy, he € G, (hlhg)* = h1.ho,.

|lce63 |heG | HeGL2,0 |

1 0
Id z—=z (0 1)

1 0 —1

70,1 z z -1 0
T z — i L 1
o0 z—1 | \0 -1
_}1 -1 0

1 0 1

(0,1, 00) z—)l_z (_1 1

z—1 -1 -1

(0,00,1) | z — . < 1 0)

Théoreme 2 Soit h une transformation du groupe G ~ G3 et S, la série de Chen associce
a un chemin v de C — {0,1}. Avec les conventions précédentes, on a:

ha(Sy) = Shor- (19)

PREUVE — Convention de notations d’Einstein sur les indices répetés.

(/ w“---w”“> Tiy ... Tj, = / (W w") - (W*wW'™) | x4y ... 2y,

hovy h*(hoy)

. ...Hj:wﬂl...w3k> Ty - Tjy, = (/w“ ...w3k> T, xlkH]i H]:
¥

--wjk> h*(le . wﬂk) = h*(SV)

Shoy =



1—1/t 0] e 11— 1 1+¢ 1/t

Fig. 1 - Fig. 2 -

3.2 Calcul des polylogs en 1 —¢ pour 0 <t <1

D’apres (9) on a:
LU~ 1) = S1oeory L(L— ). (20)
Soit h(z) ey, Ona h.xg = —x1 et hax1 = —xp. Le thm. 2 donne
St—ewiot = heSewsy = hy (L(t)Lil(g))
~ hoL(t) hs (e—“?o 10%5) :

Dans la suite, on note h,L(t) par L(—z1,—xz¢y | t). D’autre part, h. (e*“”ologg) = etloge,

Finalement, reprenant (20) en passant & la limite lorsque ¢ — 0T, on obtient la proposition
(voir formules en annexe) :

Proposition 2

Vit E]O, 1[, L(.’L‘[),.’L‘l | 1-— t) = L(—Il, —Z | t) Z(.’L‘[),Il) (21)

3.3 Calcul des polylogs en 1 — 1/t pour 0 <t <1

D’aprés (9) en suivant le chemin de la figure 1 (le contournement de 0 par le haut est
arbitraire), on a:

L(1-1/t) = S—swl—l/t Seww—e L(€) = S—Ewl—l/t im0 o loge
On pose h(z) defy _ 1/z. On a hyxyg = —x9 + 1 et hyz1 = —z¢. Le thm. 2 donne
Seototyy = huSicws = h (L)LY —¢)) = h, (L(t) 77! emlogf) .

On obtient finalement, en passant & la limite lorsque € — 0% la proposition (voir formules en
annexe) :

Proposition 3
vVt € [0,1], L(zg,z1|1—-1/t) = L(—x0+ z1,—x0 | 1) Z_l(—mo + x1, —xp) eimo (22)

REMARQUE — Pour tout w € X*z;, la formule donnant L,,(1 — 1/t) ne comporte pas le
terme en i et généralise la formule de Landen pour le trilogarithm [16].



3.3.1 Développement asymptotique en —oo

Lorsque dans (22), on fait tendre ¢ vers 07, on obtient, compte—tenu de (3):
Lz, my | —1/e) = elmmoFm)lose 7=z 4 g —z0) €™ 4 O(y/E), poure — 0. (23)
Proposition 4 Lorsque € — 0%, pour tout w € X* de longueur n, la partie dominante du
polylogarithme Ly, (t) lorsque t — —oo est donnée par :

(—1)le

Ly(—1/e) ~ Tlog” €. (24)

le nombre d’occurrences de xo dans le mot w étant désigné par |w|y,.

La preuve découle directement de la formule (23). Ce thm. généralise et précise une majoration
de Wechsung dans [20].

3.4 Calcul des polylogs en 1/t pour 0 <t <1

D’apres (9), en suivant le chemin de la figure 2 (le contournement de 1 par le haut est
arbitraire), on a:

L(l/t) = Sl+€v~>1/t SI*EW1+€ Seanle L(E)

— Sl+5v~>1/t el efwlloge 7.
On pose h(z) def 1/z. On a h,xo = —z¢ + x1 et hyz; = 1. Le thm. 2 donne
Sl—l—awl/t = h*Sl_Ewt = h* (L(t)L_l(l — 6))
— h (L(t) 7z efllogg) .

On obtient finalement, en passant & la limite lorsque € — 07 la proposition (voir formules en
annexe):

Proposition 5

Vt S [0, 1[, L(:Eo,ivl | 1/t) = L(—LEO + T1,T1 | t) Z_l(—.’L‘[) + .’El,.’L‘l) eiwxl Z(.’L‘[),ivl) (25)

4 Propriétés de la série 7

4.1 Dualité

Désignons par w l'image miroir de w € X*. On sait que l'inverse d’une exponentielle
de Lie S est égale & son antipode: a(S) = 3, (S | w)(—1)"l@. Le changement de variable
z — 1 — z appliqué & la série de Chen S;..; ; donne:

Spet (0, 1) = S _pet(—x1, —w0) = Sty (—x1, —0) (26)
a (Spm1-¢(—w1, —0)) - (27)



0, (o

Fi1Gc. 3 — Relation hexagonale

Soit w le mot obtenu en appliquant la substitution g — z1 et ;1 — 2o au mot w miroir de
w. On prolonge par linéarité aux séries de C((X)). On déduit de (26) que pour tout ¢ €]0, 1],
Spsl_t = S'\twl,t. En posant t = € avec ¢ — 07 et en appliquant la renormalisation (15), on
en déduit la relation de dualité.

Proposition 6

Z = Z (28)

En combinant les formules (21) et (28), on en déduit le corrollaire

Corollaire 1 Pour tout t €]0,1] :
L(1-t) L(t) = Z (29)

4.2 Relation hexagonale

Le chemin de la fig. 3 n’entoure aucune singularité donc la série de Chen sur ce chemin

est égale 4 1. Adoptons le raccourci de notation S def Sesi—e. Soit h:z — 1 — 1/2z I'élément
de G qui permute circulairement les 3 singularités 0,1 et oo dans le sens rétrograde. On a:

(Se'™) x hy (Se'™0) x h? (Se'™°) = 14 O(Ve). (30)
En renormalisant, d’apres (15), S par Z et compte-tenu du fait que h.zo = —z¢ + x1 et
hix1 = —xp, on en déduit la proposition:
Proposition 7
Z(zg, 1) €™ Z(—x0 + 21, —20) €TTOF) Z(—g) g —zy) e = 1 (31)

Le calcul sur les crochets de Lie de longueur 2 dans la formule de Campbell-Hausdorff permet
de retrouver la relation ¢(2) = 72/6. D’autre part, il est clair que 'on peut remplacer i par
—i dans la formule (31).

5 Conclusion

Nous avons prouvé que de nombreuses identités fonctionnelles sur les polylogarithmes
s’expriment simplement dans le cadre des séries formelles non commutatives ; toutes ces séries



sont en fait des exponentielles de Lie que ’on peut multiplier en utilisant la formule de Baker—
Campbell-Hausdorff tronquée a un ordre donné. Dans les résultats figurant en annexe, seuls
figurent les polylogarithmes codés par des mots de Lyndon car ces fonctions engendrent
librement toute I’algebre des polylogarithmes.

Remerciements Merci & P. Cartier, M. Gergondey, G. Jacob et P. Lochak pour d’utiles
discussions.

Les calculs ont été menés en utilisant le logiciel de calcul formel AXIOM sur les machines
du centre MEDICIS installé & ’Ecole Polytechnique de Palaiseau.

A Relations entre polylogs

A.1 Polylogsen 1—1

log (1—) = —Li (¢) (32)
Lip (1—t) = —log(t) (33)
Lig(1—#) = —Tip (£) + log ({)Tir (£) + C (2) (34)
Lig (=) = —Lip 1 (6) +Lis (1)Liz () = Slog (0)Lis (¢)
- C(2)Lir (1) +¢(3) (35)
Lis 1 (1—f) = —Lis(f)+ log (t)Liz (¢) — %log 1)Ly (1)
+ ((3) (36)
Lig (1 —¢) = —Lig 1,1 (¢) +Lip (¢)Lig,1 (¢) — %Lil (t)°Liz (t)
+ glog (0Lix (67 + 3¢ @)L () ~ ¢ (3)Lis (1)
b2y (1)
Li37 1 (1 — t) = —Li3, 1 (t) + IOg (t)LiQ, 1 (t) + Li; (t)L13 (t)
~ log (1)Lix (6Tia (1) + glog (1°Lir (1)° — ¢ (3)Tis (1)
1
+ ¢ (38)
Lis, 1,1 (1—1) = ~Lis (1) +log ()Lis (1) — glog (1)°Li (1
4 élog )Ly (8) + %g (2)? (39)
A.2 Polylogsen 1—1/t
log (%) — (in) — Liy (£) — log (1) (40)



Li; (t ; 1) = log (%) (41)
Liy (tf) — Liy(t) — log (t)Lil()—g“(Z)—%log ()2 (42)
Lis (%) = Lo, 1 (1) — Lis () ~ L ()L (1) + 5lo (1)L (1)?
+ (g (2) + Slos (t)2>Li1 () + log (£)¢ (2)
+ %log (t)? (43)
Li 1 (t - 1) —  _Lis (£) + log ()Lis (£) — ~log (£)°Li; (1)
+ @) - glog (0’ (44)
Lis (%) — Lis 11 () = Lig 1 (¢) — Liy (£)Lis, 1 () + Lis (¢)
+ Lip (¢)Li3 (¢) + %Lil (t)%Liy (t) — %log (t)Lip (¢)*
+ <—%g 2) - ilog (t)2>Lil ()2 + (—log (£)¢ (2) - %log (t)3> Liy (1)
— TP~ Jlog (%0 (2) — yog (1) (45)
Liz (t ; 1) = —Lis 1 (t) + log (t)Lia, 1 (£) + 2Li4 (¢) + (Liy (£) — log (¢))Lis (#)
— log (t)Liy (¢)Liz (t) + ilog (t)°Liy (¢)* + <—< (3) + élog (t)3>Li1 (t)
~ log (NC(3) - 15¢ (2)° + o log () (46)
Lis 1 1 (t;1> — Liy () — log ()L (t)—l—élog 1)Ly (£) — élog (1)Liy ()
20 - glog (1) (47)
A3 Polylogs en 1/t
log (%) — g (1) (48)
Liy (%) — (im) + Lis (£) + log (1) (49)
Liy (%) = —log (t)(im) — Liy (£) + 2¢ (2) — %log (t)? (50)
Lis (%) - %log (1)2(im) + Lis () — 2log (t)§(2)+élog (1)? (51)
Lis 1 (%) - —élog (£)(im)2 + <—L12 (t) + ¢ (2) - %log (t)2> (im)

10



— Lis 1 (£) + Lis (£) — log (t)Liz (£) + ¢ (3) — ~log (¢)* (52)

6
i (F) = —glos(0%im ~ Lia(0) + ¢ +1og (0 )
- 2—1410g()4 (53)
Lo () = 108 0m? + (Lia () - ¢3) ~ 105 (06 (2) + glog (07 ) i)
4 Lig (6) = 2Lia (1) +log (9)Lis (1) — log (1€ (3)
+ éC(2) —log(t)4 (54)
Li2,1,1<%> = —Elog 3+< % )+ 5 C( )—ilog(t)2>(i7r)2

; ( Lo (8) + Lis (1) ~ log (1)Lis (£) ~ ~log (t>3) (im)
— Lig,l,l( )+L13 1(t) IOg( )L12 1( )—Li4 (t)
+ log (t)Liz (1) — Elog (t)*Liz (t) + 1—05 (2)°

— ilog (t)4 (55)
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